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内容提要 


本书是原中山大学数学力学系常微分方程组编《常微分方程》1978年初 
版及1983年第二版后的新修订版。考虑到二十多年科学技术的发展，除尽 
埴保持原书结构与易学易教的特点外，在教学时数不增加及内容可选的前提 
下，适当补充应用实例、非线性内容及计算机应用，包括分支、舍沌、哈密顿方 
程、数值 解等； 并增加数学软件在常微分方程中应用作为 附录； 同时在绪论中 
简单介绍了常微分方程的发展历史和在数学中的地位，书后附习题答案及参 
考文献。 

第三版重写了第一、六章，其他各章只作了少 M 修订。熟悉第二版的老 
师可仍按原计划讲授，然后再根据情况适当补充新内容。 

全书主要内 容有：绪论； 一阶微分方程的初等 解法； 一阶微分方程的解的 
存在 定理； 高阶微分 方程； 线性微分方 程组； 非线性微分 方程； 一阶线性偏微 
分方程。此外还有两个附录 •.边 值 问题； 数学软件在常微分方程中的应用^ 

本书可作综合大学和师范院校数学与应用数学专业，以及师范专科学校 
数学系常微分方程课程的教材和各髙校数学模型课程的参考资料。 


第三版前言 


本书的出版经历了中国改革开放的整个时期 ，一 直在重印中, 
说明本书的编写得到了读者的肯定。全书按教学大纲的要求，较 
全面地介绍了常微分方程的基本理论和方法，结构合理，讨论详 
尽，易教易学，有丰富的例子和习题，在处理诸如高阶线性方程和 
线性方程组等内容时有自己的特色。 

在21世纪的新时期中修订本书，我们除保持原来的优点外， 
将首先以开放的观点处理材料，把常微分方程放在整个数学结构 
中考虑。除补充了关于常微分方程的发展历史外，在各章节中还 
适当介绍了有关的其他理论方法，给出有关的参考文献。 

虽然常微分方程理论发展已经历几百年，但目前仍在发展中。 
特别是近三十多年来，在自然科学中，混沌 （ chaos ) 现象和孤立子 
( soliton ) 的重大发现，便是以微分方程为基础出 现的； 非线性科学 
的研究目前仍方兴未艾。为此，我们除在第六章非线性微分方程 
中介绍稳定性和定性基本理论及其应用外还以简短篇幅补充了分 
支、混沌、哈密顿方程和孤立子等内容，虽然概念较多，但多用图 
形、例子说明，不涉及复杂的推导，主要让读者对当今常微分方程 
的新面貌有一个概略的印象。 

目前已进入信息时代，计算机已普及应用。正是由于计算机 
技术的发展才引发了混沌、孤立子及分形 （ fractal ) 等新现象的发 
现。使用计算机数学软件可大大促逬数学包括常微分方程的学 
习 、教学和研究，但考虑到本书仅是常微分方程的入门教材，正文 
中暂不涉及使用计算机数学软件，而把数学软件在常微分方程中 
的应用作为附录，附录中介绍了 Mathematica、MATLAB 和 Maple 



三种通用的计算机数学语言，并列出应用于常微分方程的典型例 
子的语言程序供参考。考虑到计算机绘制微分方程积分曲线及轨 
线图的重要作用，而这依赖于微分方程的数值解（不管方程可积或 
不可积），因此补充了微分方程数值解内容，使读者能更好地使用 
数学软件。 

目前，大学生数学建模竞赛已经普及，并成为高等院校提高素 
质教育及教学改革的重要手段，研究生数学建模竞赛也已开展。 
常微分方程模型是数学模型的基本内容之一，书中适当补充了常 
微分方程模型的若干例子，也适当增加了研究生入学试题作为习 
题。 


修订部分集中在第一章和第六章，不影响原教学计划，可仍按 
原计划教学。增加的数值解在第三章最后，是可选 内容； 数学软件 
使用是辅助学习，只列入附录，且主要是绘图及计算，教学可用或 
不用计 算机； 甚至可将第六章非线性微分方程及附录 II 数学软件 
在常微分方程中的应用这两部分另行作为选修课的内容。 

考虑到书中用到的雅可比矩阵及函数独立性概念在微积分基 
本教材中不一定涉及，我们在第一章基本概念中附加了雅可比矩 
阵与函数独立性一段内容供需要时查阅。书中除学习要点外用仿 
宋体排印的是一些补充材料，初学时略去而不影响后面阅读。另 
外，可选或作参考部分的节或小节用星号“ * ”标记于该节号或该 
小节号之后，而部分证明及补充仍用小字排印。 

本书第一版 （1978) 除第六章和附录外主要参考周之铭编写的 
已在中山大学使用的讲义 编成； 第二版 （1983) 王高雄作了全面修 
订，并增加编写了第 七章； 现第三版因周之铭、王高雄在国外，由朱 
思铭、王寿松、李艳会修订，朱思铭主持。朱思铭重写了第六章，增 
加了应用实例和常微分方程的发展历史和参考文献，并修订了附 
录 I , n ; 王寿松处理了拉普拉斯变换部分，修订了第三 、四、 五章； 
李艳会增加了数值解一节及附录 n 数学软件在常微分方程中的应 
用，修订了第一 、二、 七章。 



本书的修订得到了广大师生的支持，特别是中山大学曾长期 
从事常微分方程教学的老师，如李尚廉、朱洁华、陈楚平、王远世、 
赵育林、姜正录、王其如等同志，提出了很多宝贵的建议和意见，对 
此，我们表示衷心的感谢。 

在常微分方程教材中适当引入现代发展的新概念及数学软件 
是一种新的尝试，虽然仅作为可选内容，只迈出小小的一步，希望 
能得到兄弟院校广大师生的反馈信息。 

由于本次修订时间仓促，未经全体原编者审核，有关错漏与问 
题由修订者负责。 


朱思铭 

2006年1月于中山大学康乐园 
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第二版前言 


本版是根据高等学校理科1981至1985年教材编写规划和 
1980年在上海举行的高等学校理科数学、力学、天文学教材编审 
委员会扩大会议上审订的“常微分方程教学大纲”的要求，结合几 
年来的教学实践，在第一版的基础上修改、补充而成的。除对全书 
进行全面修改外，重点补充改写了第三章、第五章的若干 部分； 增 
添了第七章一阶线性偏微分 方程； 此外，还充实了各章、节的习题。 

本书第一版自1978年出版以来，得到了兄弟院校广大师生的 
关心和支持，他们为这次修订工作提供了很好的意见，在此谨向这 
些同志致谢。由于经验和水平的关系，本版一定还有错漏或不完 
善的地方，热切希望同志们批评指正。 


编者 
1982年10月 



编者说明 


本书是在中山大学数学力学系原《常微分方程讲义》基础上， 
参考国内外一些同类的教材，经过加工和补充编写而成。全稿是 
在许淞庆教授主持下，由王高雄、周之铭、朱思铭、王寿松四位同志 
分工编写，经过反复讨论、多次修改完成。由于时间匆促，更受科 
学水平和教学经验的限制，一定存在不少缺点，甚至还有错误之 
处，恳切希望同志们提出批评和指正。 

关于全书各章的主要内容，请参阅各章后面的“学习要点”。 
下面就我们在编写过程中的几点考虑作些说明。 

一、 考虑到“常微分方程”不但是数学的基础课，同时也是常 
微分方程学科本身近代发展方向的重要基础。本书除讲述常微分 
方程的最基本的从而是比较经典性的传统内容外，在第六章着重 
介绍微分方程的重要分支——稳定性理论的一般概念和重要结 
果，其中包括李雅普诺夫第二方法的主要定理及一类控制系统的 
绝对稳定性问题。同时在第五章讲述线性方程组时，采用了矩阵 
和向量等工具，为进一步学习这门学科准备某些必要的基础。 

二、 在编写过程中，力图做到“由浅入深，循序渐进”和“少而 
精”；注意突出重点，力求论证详细明了，便于自学。在基本定理的 
证明中，反复运用皮卡逐步逼近法，希望读者不但了解定理内容， 
同时要掌握这一证明方法。此外，每章还附“学习要点”，对该章内 
容加以总结，帮助读者掌握各部分基本内容。我们略去一阶偏微 
分方程部分，对于奇解则只是简单地介绍它的概念和求法。 

三、 在加强基本理论教学的同时 ，注意 运算技能的培养和训 
练。书中各部分内容均配有典型例子，并 胃加以 说明。此外，各章、 



节还配有相当数量的习题，希望通过做习题这个环节，来帮助培 
养、提高解题能力和技巧。 

四、 高阶线性方程和线性方程组完全可以统一起来处理，采 
用矩阵和向量等工具，使叙述上显得十分方便。但是，我们认为在 
常系数高阶线性方程的具体求解过程上，不采用先过渡到方程组 
的办法，而直接应用本书第四章介绍的方法，可能更为简便些。 

基于上述的考虑，我们将上述内容分别设章编写 ：先讲 高阶线 
性方程，后讲一阶线性方程组。在第五章中，关于常系数线性方程 
组的基解矩阵的计算，我们避免了化矩阵为若尔当型的麻烦，但却 
不能不用到关于空间的分解等较深的代数知识。有较好的线性代 
数基础的读者，可以先学习第五章，而将第四章 §4,1 的结果作为 
有关定理的直接推论。因此，使用本书时，对第四章和第五章的有 
关内容，可以灵活处理，根据实际情况进行调整。 

五、 在内容安排上，我们既考虑到大纲中关于学时的要求，又 
不完全受其限制。书中某些章节，特别第六章的内容是供选讲用 
的。这一章的主要定理都给出了证明，有些用小字排印，那是为学 
有余力的读者而写的。这些内容讲多讲少请任课教师酌定。 

六、 最后，鉴于工程技术方面对拉普拉斯变换法的需要，除在 
第四章和第五章的有关部分加以应用外，还在书末配置附录 I ，介 
绍拉普拉斯变换的基本概念和主要性质。此外，考虑到微分方程 
边值问题的实际意义，在附录 II 中作为参考资料来介绍。 

书末附有各章节习题答案，供读者参考。 

本书由南京大学主审，复旦大学、武汉大学、兰州大学参加审 
查。审稿同志提出许多宝贵意见。这些意见对本书的定稿工作很 
有帮助。本书修改后，又经主审人何崇佑同志认真复审。在此，我 
们谨向这些同志表示谢意。 

编者于广州中山大学 
1978年7月 
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篇-畐 


绪 论 


数学分析（微积分）中研究了变量的各种函数及函数的微分与 
积分.如函数未知，但知道变量与函数的代数关系式，便组成代数 
方程，通过求解代数方程解出未知函数.同样，如果知道自变量、未 
知函数及函数的导数（或微分）组成的关系式，得到的便是微分方 
程,通过求解微分方程求出未知函数.自变量只有一个的微分方程 
称为常微分方程.常微分方程是数学分析或基础数学的一个组成 
部分，在整个数学大厦中占据着重要位置. 

在反映客观现实世界运动过程的量与量之间的关系中，大量 
存在满足常微分方程关系式的数学模型，需要我们通过求解常微 
分方程来了解未知函数的性质.常微分方程是解决实际问题的重 
要工具. 

本章中先介绍自然界、社会界中的各种常微分方程模型，了解 
构造常微分方程模型的几种方法.同时讲述一些微分方程和函数 
相关性的基本概念及常微分方程发展历史，使读者概略了解常微 
分方程的历史和在数学中的地位. 

§1.1 常微分方程模型 


这一节先介绍物理、力学中的常微分方程模型，然后讨论在社 
会、生物、化学及气象中的常微分方程模型，最后简略介绍力学系 


_ 


學 




统中的常微纷方程，为后面理论学习提供应用例子，同时总结出建 
立常微分方程模型的几种方法. : 

例1 RLC 电路. 

包含电阻尺、电感 L 、 电容 C 及电源的电路称为 KLC 电路, 
RLC 电路是电子电路的基础.根据电学知识，电流 J 经 过只， L,C 

的电压降分别为#和§•，其中 Q 为电量，它与电流的关系 


为 / = 根据基尔霍夫 ( Kirchhoff ) 第二 定律： 在闭合回路中，所 


有支路上的电压的代数和等于零. 

由图 （1.1) 所示的尺 L 电路，设 R , L 及电源电压£为常数, 
当开关 S 合上后，存在关系式 


E-L = 


即 


dt L l L 9 


( 1 . 1 ) 


这便是尺 L 电路的常微分方程.其 
中电流/是自变量/的函数/= 


—E 



图 （ L 1) 


JU ), 在方程 （1.1) 中是未知函数.当开关 S 刚合上即 r =0时有 
J = 0, 即 


K0)=0 ， ( 1 . 2 ) 

称此条件为方程 （ i . i ) 的初值条件. 

如果当£ = ~时有 J = /。，而电源突然短路， g 卩£ = 0且保持 


不变，此时方程 （1.1) 变为 


dt L 1 u, 

(1.3) 

初值条件为 


l ( t 0 ) = 1 0 . 

(1.4) 


再看图 （1.2) 所示的 RLC 电路，假设及， L , C 为常数，电源电 



压 HO 是时间？的已知函数.当开 
关 S 合上时有关系式 

e(t) = L Tt + RI + U' 

微分上式，代人 J = @ ，便得到以时 



间 Z 为自变量、电流 J 为未知函数的 

常微分方程 图 （1.2) 


d 2 I . R dl 
L 


1 

L 


de ( t ) 


dt 2 L dt LC L dt 9 

当电源电压是常数 e ( f ) = £ 时，上述微分方程变为 

d 2 I^R d/ + / _ 

d7 7 + r d7 + LC~°* 


(1.5) 

( 1 . 6 ) 


如还有尺= 0,微分方程进一步化简为 


d 2 l 

d 7 



(1.7) 


例2数学摆. 


数学摆是系于一根长度为 Z 的线上而质量为 m 的质点 Af ， 在 
重力作用下，它在垂直于地面的平面上沿 


圆周运动，如图 （1.3) 所示.我们来确定摆 
的运动方程. 


设取反时针运动的方向作为计算摆与 
铅垂线所成的角 p 的正方向.质点 M 沿圆 

周的切向速度^可以表示为！； = / 作 

at 

用于质点 M 的重力 mg 将摆拉回平衡位 
置 A . 把重力 mg 分解为两个分量和 
第一个分量 M 沿半径 OM 方向，与 



线的拉力相抵消，它不会引起质点 M 的速 
度的数值的改变.第二个分量#沿着圆 


图 （1.3) 



周的切线方向，它引起质点 M 的速度 t ； 的数值的改变.因为 
总是使质点 M 向着平衡位置 A 的方向运动，即当角 p 为正时，向 
减小 < p 的方向 运动； 当角 y 为负时，向增大 p 的方向运动，所以 
g 的数值等于 - 7 wgsin p .因此，摆的运动方程是 

di; . 

m = - mgsin cp y 

即 

= 一 —sin cp . (1.8) 

如果只研究摆的微小振动，即当 p 比较小时的情况，我们可 
以取 sin ^的近似值 p 代人方程 （1.8) .这样，就得到微小振动时 
摆的运动方程 

9 + |^ = 0 . ( 1 . 9 ) 

如果我们假设摆是在一个粘性的介质中摆动，那么，沿着摆的 
运动方向就存在一个与速度 I ；成比例的阻力.如果阻力系数是 
/ i ， 则摆的运动方程变为 



如果沿着摆的运动方向恒有一个外力 FG ) 作用于它，这时摆 
的运动称为强迫微小振动，其方程为 

会 令⑴. ( 1 . 1 D 

当要确定摆的某一个特定的运动时，我们应该给出摆的初始 
状态： 

当之 = 0时，史 = 沪 0 ， — a > 0 , (1.12) 

这里 外代表 摆的初始位置，⑴。代表摆的初始角速度的大小. 
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例 3 人口模型 ⑴①. 

英国人口统计学家马尔萨斯 （ Malthus ) 在担任牧师期间，查看 
了当地教堂100多年人口出生统计资料，发现了这样一个现 象:人 
口出生率是一个常数.在1798年他发表了《人口原理》一书，其中 
提出了闻名于世的 Malthus 人口模型. 

他的基本假 设是： 在人口自然增长的过程中，净相对增长率 
(单位时间内人口的净增长数与人口总数之比）是常数，记此常数 
为 r (生命系数）. 

在^到 f 十& 这段时间内人口数量的增长量为 

N(t + ^ t ) - N ( t ) = rN ( t ) At , 

于是 NO ) 满足微分方程 

rN . (1.13) 

dt 

将上式改写为 

dN , 

w = rdt ^ 

于是变量 N 和 f 被“分离”，两边积分得 

In N = rt + c y 

这里 7 为任意常数.由对数的定义，上式变为 

N = ce rt , (1.14) 

其中 c = 因 N = 0 亦是方程 （1.13) 的解，因此 c 可以是任意常 
数. 

如设初值条件为 

^ = ~ 时，； (1.15) 
代人上式可得即方程 （1.13) 的满足初值条件 （1.15) 
的解为 

N(0 = N 0 e r<r ' , o>. (1.16) 


①为书末参考文献的编号，表示其出处或有关的 oj 参阅的书籍、文章，下同. 



如果 r >0, 上式说明人口总数 NU ) 将按指数规律无限增长. 
将/以 1年或10年为单位离散化，那么可以说，人口数是以^为 
公比的等比数列增加的. 

当人口总数不大时，生存空间、资源等极充裕，人口总数指数 
地增长是可能的.但当人口总数非常大时，指数增长的线性模型则 
不能反映这样一个事实 ：环境 所提供的条件只能供养一定数量的 
人口生活，所以 Makhus 模型在 NU ) 很大时是不合理的. 

荷兰生物学家 Verhulst 引人常数 N w (环境最大容纳量）表示 

自然资源和环境条件所能容纳的最大人口数，并假设净相对增长 
率为即净相对增长率随 iV ( r ) 的增加而减少，当 

N (/)- N ot 时，净增长率 —0. 

按此假定，人口增长的方程应改为 


dN 

d7~" 



(1.17) 


这就是 logistic 模型 .当 AL 与 iV 相比很大时，#与 r N 相比可以 

m 

忽略，则模型变为 Malthas 模型； 但当"^^与"相比不是很大时， 
r N 2 

I 这一项就不能忽略，人口急剧增加的速率要缓慢下来.我们用 


logistic 模型来预测地球未来人数.某些人口学家估计世界人口的 
自然增长率为 r = 0.029,而统计得世界人口在 I 960 年为 29.8 
亿，增长率为 1.85 %,由 logistic 模型 （1. 17)，有 0.0185 = 0.029 X 

( ?9 8 x 10 8 \ 

1 — —乂 j ， 可得 N m =82.3 x 10 8 , 即世界人口容量为 82.3 


亿.由 （1.17) 式右端为二次多项式，以 /v = ^•时为顶点.当 N < 
时人口增长率 增加； 当 N >| 时人口增长率减少，即人口增 
长到4 = 41.15 X 10 8 时增长率将逐渐减少.这与世界人口在20 
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世纪 70 年代为40亿左右时增长率最大的统计结果相符. 

例 4 传染病模型 u] . 

传染病(瘟疫）经常在世界各地流行，如霍乱、天花、艾滋病、 
SAKS 、 H 5 N 1 病毒等.建立传染病的数学模型，分析其变化规律， 
防止其蔓延是一项艰巨的任务.这里仅就一般的传染规律讨论传 
染病的数学模型. 

假设传染病传播期间其地区总人数不变，为常数 n . 开始时染 
病人数为： r Q ， 在时刻£的健康人数为>(/)，染病人数为 x ( f ). 由 
于总人数为常数，有 

工 （0 + ： y ( f ) = w . (1.18) 

设单位时间内一个病人能传染的人数与当时的健康人数成正 
比，比例常数为 h 称々 为传染系数，于是 

^Sll = ky(t)x(t) i x(0) = x o . (1.19) 

注意到（1.18)，得 

-j- = kx(n - x),j:(0) = x 0 , (1.20) 

这个模型称为 SI 模型， B 卩易感染者 （ Susceptible ) 和已感染者 （ In ¬ 
fective ) 模型. 

对无免疫性的传染病如痢疾、伤风等，病人治愈后会再次被感 
染.设单位时间治愈率为//，则方程 （1.19) 应修正为 

^ — ky(t)x(t) - fix{t) , x(0) = x 0 , 

由 （1.18)， 得 


dx 

dt 


= kx(n 





o > 


( 1 . 21 ) 

这个称为 SIS 模型•显然丄为这个传染病的平均传染期， 〃 为 

整个传染期内每个病人有效接触的平均人数(接触数）. 



对有很强免疫性的传染病如天花、流感等，病人治愈后不会再 
被感染.设在 时刻/ 的愈后免疫人数为 rU ), 称为移出者 （ Re ¬ 
moved ), 而治愈率 / 为常数，即 


dt 


— lx ( , ) • 


此时，关系式 （1.18) 和 （1.19) 应改为 

x(t) + y(t) + r(,t) = n 
和 

dxU) = ky(t)x(t)- dr(t) 


dt 

由上三式可消去 r (〖）， 得 


dt 


< 


dx 

dt 

[dt 


kxy — lx y x(0) 


一 kxy 


: y(0) = ： y 0 = n — 


( 1 . 22 ) 


这个模型称为 SIR 模型 . 

上述三类传染病模型 （1.20)，（1.21) 和 （1.22) 均为常微分方 
程. 


SIR 模型曾被克马克 （ Kermack ) 等用于检验本世纪初在印度 
孟买发生的一次瘟疫，其理论曲线与实际数据相当吻合. 

例5两生物种群生态模型 

意大利生物学家棣安考纳 （ D ’ Ancona ) 发现某海港在第一次 
世界大战期间捕鱼量减少而捕获到的捕食鱼占的百分比却急剧增 
加，为解释这种现象，意大利数学家沃特拉 （ Volterm ) 建立了一个 
关于捕食鱼与被食鱼生长情形的数学模型. 

沃特拉把所有的鱼分成两 类：被 食鱼与捕食鱼，设/时刻被食 
鱼的总数为 * r (/), 而捕食鱼的总数为 y(t). 因为被食鱼所需的食 
物很丰富，他们本身的竞争并不激烈，如果不存在捕食鱼的话，被 

觚 

食鱼的增加应遵循指数增长率# = ax(a>0 为某个常数，表示自 



然净相对增长率），但因捕食鱼的存在，致使其增长率降低，设单位 
时间内捕食鱼与被食鱼相遇的次数为为某个常数），因 
此 


dx 

di 


= ax 


一 bxy. 


类似地，沃特拉认为捕食鱼的自然减少率（因缺少被食鱼）同 
它们存在数目^成正比，即为 - oKc >0 为常数），而自然增长率 
则同它们本身的存在数目^及食物——被食鱼数目： T 成正比，即 
AryUX ) 为某个常数，反映被食鱼对捕食鱼的供养能力），于是 
得到 


d7 


= x(a - by) , 


<^y 

Idi 


y( ^ c ^ dx) 9 


上式表示当不存在人类捕鱼活动时，捕食鱼与被食鱼应遵循的规 

律，称为 Volterra 被捕食-捕食模型. 


对甲、乙两种群，假设种群甲和乙的数量分别为 u ， 则可用 
下列方程表示种群甲、乙相互竞争同一资源时的生长 情况： 


dx 

dt 


~ x{a~ by ) ， 


dy 
.dt 


=y(c - da:) f 


(1.23) 


这里系数 a ,6, 均是正数，这方程称为两种群竞争模型.当系 

数6,^/为负数时，两种群互相促进、互为依赖，这样的方程称为共 

生模型. 


更一般的，可用下列的一般方程（统称为 Volterra 模型）表示 
有相互关系的种群甲、乙的生长 情况： 


[— x(a bjo + cy ) ， 

^ = + ex + fy) > 


(1.24) 



其中系数为常数，可正可负或为 0 ,视两种群的相 
互关系而定，一般分竞争、共生、被捕食-捕食等类型.就一个种群 
来说，如 7 = 0 或 : r = 0 种群内部存在密度制约关系时即为一维的 
Logistic 模型. 

更一般的两种群竞争系统可表示为 


dx 

dt 


= M(x 9 y)x, 


dy 

Id! 


N(x y y)y y 


(1.25) 


其中 M ( u ) 与 N ( u ) 为相对于： r 与 3 ; 的增长率，且当一种群 
增长时另一种群的增长率下降，同时任一种群过多时两种群都不 
能增长，只有一种群时，将按极限增长. 

前面两种群一般模型 （1.24) 和 （1.25) 都是常微分方程.与一 
维 Logistic 模型不同，模型 （1.24) 和 （1.25) — 般是不可积的，无法 
通过直接求 解来了 解方程的性态.在第六章中将用定性方法进行 
讨论. 

例6 Lorenz 方程 [4] . 

气象学家洛伦茨 （ Lorenz ) 在美国天气预报中心工作，进行数 
值天气预报.他在20世纪60年代初开始用数字计算机，曾简化气 
象方程组，将大气对流现象化为14个变量，最后减到12个变量. 
他对 12 个变量的微分方程组用数字计算机进行模拟计算 ，一 小时 
能计算两个月的天气变化 .一 次偶然离开后回来时发现计算结果 
突然变化，重新输人计算结果又不同•反复检查原因，原来是重新 
输人数据的小数位尾数误差所引起，从而发现方程的解对初值敏 
感的现象•后来他访问另一天气中心时，了解到另有人得到了 7 个 
变量的类似的方程组.经过重新处理，他将其中4个变化不大的变 
量删去，得到仅含3个变量的右端非常简单的微分方程组，但其解 
对初值却异常敏感，他将数值计算结果发表在美国气象学报上，这 
三个变量的方程就是后来被称为混沌 （ chaos ) 现象第一例的有名 
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的 Lorenz 方程 


dx 

dt 


~ a(y - x) 


- 

dt 


—jcz ^ cx — y j 


dz 

137 


=xy 一 bz ， 


( 1 . 26 ) 


其中参数 a - 10,^ = ~ ,c = 28. 

Lorenz 方程是一个三变量的常微分方程组，对此方程的分析 
留在 §6.5 分支与混沌中讨论. 

例 7 化学动力学模型 

1972年，化学家 Schlogt 提出了分子反应的化学动力学模型.设想一个 
化学反应体系内部包含三种化学成分 A ， B 和: r . A ， B 是反应物，: r 为中间 
产物，迸行这样一组化学 反应： 

B - ->r , A + 2x ， —3x 

k ' k 3 

即 B 类的一个分子反应后变为 j ： 类的一个分子类的一个分 子与; c 类的 
两个分子反应后变成3个类分子，相应的反应率为 A 。 和々 2; 同时假定反应 
是可逆的，相应的反应率为是，和是 3 .此处 & ，走 3 均为正 常数； A ， B,x 

分别代表 A 类、 B 类和: r 类的分子数. 

假定反应过程不涉及任何热效应，所有成分组成一个理想溶液，反应动 
力学满足质 M 作用定律，于是由反应引起的各组成成分浓度的变化速率为 

v A = - k 2 Ax 2 + k 3 x 3 , 

- - k 0 B + k { x ^ 


v x = - v A - v B . 

当反应的条件是固定时，所有速率系数是恒定的，设除了由于化学反应 
以外各成分的浓度还可以通过和外界环境的交换而变化，其中成分；与外界 
交换速率为％ .于是各成分浓度的变化方程为 
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dx , 

H 7 = 〜十〜. 

如果只有成分 A 和成分 B 可以和外界交换，并通过交换而维持它们在 
体系中的浓度恒定，成分 * r 并不能和外界交换，它的浓度完全决定于体系内 
部的动力学，则有 


n dA — A dB A 

d [ = 0 ’ d ?^ 0 - 




在这种情况下，体系的状态仅由单个变量来表征，并有 

裝=-々 3 + 是 2 Ar 2 — x + k 0 B f 

这便是 Schlogt 单分子化学动力学模型. 

考虑有两个中间变量的化学反应体系 


A 




X 




2x ， 


k 2 


^ + y - ， 

走3 

jy - 9 


但这些反应步骤的总效果是 


(1.27) 


k 

A -^£, 

其中 A 和£是反应物和产物，假定它们的浓度可由外界控制为恒定， x 和 ： y 
是两种反应中间产物，它们的浓度可以自由发展，逆反应过程可以完全忽略 
(自催化），则有反应方程 


k x Ajr - k t xy y 
dy _ , ， 

这是一类双分子化学动力学模型. 

现设一开放的体系中进行着下面一系列化学 反应: 


(1-28) 




A 


2 x + y 


k . 


B 


k 2 


x 


♦) + D , 


-^ 3 x f x 


k 4 


E . 


假定反应过程是恒定和均匀的，产物 D f E 一经产生即可除去，反应物浓度 
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很髙，无扩散，此时对： r 和的反应动力学方程为 

^ = k l A-(k 2 B^k i )x + k^x 2 y t 

< 

k 2 Bx~ k 3 x 2 y. 

通过变换上式可简化为 


(djr 

d ? 




A - (B + l)x + x 2 y ^ 


^ = Bx-x z y t 


( 1 . 29 ) 


上式是 3 分子化学动力学模型. 

上面1,2,3分子的化学反应模型均为常微分方程，其中1,2分子模型可 
直接求解，但一般3分子模型无法直接求解，对它们的分析放在第六章. 

例8力学系统中的常微分方程模型 [51 . 

常微分方程的发现是由对自然科学物理现象的研究发展起来的.力学体 
系可分三大 类：牛 顿力学、拉格朗日力学和哈密顿力学，它们和常微分方程均 
有密切关系. 

牛顿力学研究质点在三维欧氏空间中的运动，一个有势的牛顿力学系可 
以用质点的质量和力学系统的位能表达出来，牛顿运动方程使我们能完全解 
出一系列重要的力学问题.对有完整约束的力学系统，可以通过引进广义坐 
标 （ A ，％，…，％ )解除约束，而从牛顿力学进化为拉格朗日力学.拉格朗日 
力学是利用一个拉格朗日函数 L ( gi , g 2 , …，％)刻画系统，把力学系统的求 
解归结为在相应的坐标邻域内求拉格朗日方程 

d dL dL 

^7：'^ 

的初值问题的解.这是一个二阶常微分方程组.当黑塞 （ Hess ) 矩阵 H ( L ) = 
m 9 2 L ^ 

7 T — 非退化时，引进广义速度 v =(%,%，…，^)则可将上式化为一 

l d Q i d Qi J 

阶方程组 




Tt 

d t ; 
d ? 


V 


(H(L)) 


|( 


dL _ d 2 j 

c) q 3qdv 


v ) 






有势的牛顿力学系是拉格朗日力学系的特例，拉格朗日函数即动能与位 
能之差.拉格朗日的观点可以使我们能完全解决一系列重要的力学问题，包 
括小振动理论和刚体动力学问题. 


进一步，如果我们用广义动童 p = % 代表广义速度 V ，通过拉格朗日变 


换 


H(q,p)= q p- L(q 9 q) 
便得到等价于拉格朗日方程的哈密顿正则方程 




d 7 


dH 

可， 


dp 一 
^dt 


dH 

V ， 


( 1 . 30 ) 


其中 HU , 称为哈密顿函数，同样有效地刻画力学系统.哈密顿方程是特 
殊形状的常微分方程组，有很多好的特性，这将在第六章最后一节中阐述. 


拉格朗日力学是哈密顿力学的特例，通过哈密顿力学可以完全解决一系 
列用其他方法不能解决的力学问题，并可了解复杂力学系运动的一般性质, 
它在分析力学以外的其他物理领域，如光学、量子力学等，也有重要作用. 

从前面的例子大致可以看出微分方程模型的特点是反映客观 
现实世界中量与量的变化关系，往往与时间有关，是一个动态(力） 
系统.构造常微分方程的数学模型有如下几种 方法： 最常用的是从 
物理、力学等已确定的自然规律出发，考虑其主要因素，忽略次要 
因素，提炼出状态变量，包括自变量和因变量（未知函数），然后应 
用相应的规律和实际情况，构造出由自变量、未知函数及其导数的 
关系式，即相应的微分 方程； 如果没有直接的已知规律可参考，亦 
可以利用不同现象可以具有相同的数学模型这一事实，应用类比 
方法，建立相应模型，例如用电路来模拟某些力学系统或机械系 
统； 此外，还可以根据已发现的数据，通过分析数据的相互关系加 
上合理的逻辑推理，寻找出相关规律建立相应的模型，例如人口增 
长的 Malthus 模型和 logistic 模型； 最后，还可以根据一定的目的， 
通过反复试验，寻找出适合要求的模型，例如 Lorenz 模型便是从 
建立10多个变量的大气动力方程进行数值模仿，后来发现存在初 
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值敏感性，而将不敏感的变量剔除，最后得到简单明了又能说明问 
题的三变量的 Lorenz 方程，虽然它已不能直接代表原来的气象关 
系，但却深刻地刻画了混沌现象的本质. 

从上述各种类型的例子中不难发现，完全无关的、本质上不同 
的模型有时可以由同类型的微分方程来描述.例如反映及 L 电路 
中电流变化规律的方程（1.1)， （1.3) 及人口增长模型 （1.13) 都可 
以写成如下方程 类型： 


dx 



(1-31) 


而 RLC 电路方程 （1.5), (1.6) 和数学摆的强迫振动方程 （1.11) 
属于同一类型 

^ + b ^^ cy = fU); (1.32) 


又 RLC 电路方程 （1.7) 和数学摆的微小振动方程 （1.9) 也属于同 
—类型. 

传染病 SIR 模型（1.22)、两种群模型 （1.23) 和双分子化学动 
力学模型 （1.28) 属于同一类型，同时由于右端变量均不含/，可以 
将原方程合并为一方程 


dy _ y( - c + dx) ( 、 

dx x(a — by) 

这样可将自变量为 r 的两个未知函数 x ( r ),3/( r ) 的方程变为以 y 
或 I 为自变量而另一个为未知函数表示的方程 （1.33) 求解，然后 
再将已知的 j ：，： y 的关系式代人其中一个方程，从而得到未知函数 
与£的关系式. 

前面只是结合后面学习的需要介绍几个有代表性的常微分方 
程模型，实际上在数学模型中有各种各样的常微分方程模型，例如 
糖尿病检测模型、作战模型、交通模型、经济模型以及判别艺术伪 
造品模型等 161 . 
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§1.2 基本概念和常微分方程的发展历史 


自变量、未知函数均为实值的微分方程称为实值微分 方程； 未 
知函数取复值或自变量及未知函数均取复值时称为复值微分方 
程.在本书中只讨论实值微分方程，若无特别声明，均指实变量的 
实值微分方程. 


1.2.1 常微分方程基本概念 


(1) 常微分方程和偏微分方程 

我们已经知道微分方程就是联系着自变量、未知函数及其导 
数的关系式.如果在微分方程中，自变量的个数只有一个，我们称 
这种微分方程为 常微分 方程； 自变量的个数为两个或两个以上的 
微分方程为 偏微分方程. 

方程 



dt 


^ cy = f(t) , 





就是常微分方程的例子，这里 j 是未知函数^是自变量. 
方程 


(1.34) 

(1.35) 


d 2 T 3 2 T d 2 T _ 

3x 2 ^ y 1 ^ z 1 

a 2 T . ST 


(1.36) 

(1.37) 


就是偏微分方程的例子，这里： T 是未知函数，:都是自 
变量.方程 （1.36) 含有三个自变量，而方程 （1.37) 含有两个自变 
量. 

微分方程中出现的未知函数最高阶导数的阶数称为微分方 
程的阶数•例如，方程 （1.34) 是二阶常微分方程，而方程 （1.36) 
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与 （1.37) 都是二阶偏微分方程 .一 般的 n 阶常微分方程具有形 
式 

F ( u ，裝，’••，每) = °， （1 . 38) 

这里 F( d ， 裝，…，祭)是 u, 裝，…，0的已知函数，而且 

—定含有^是未知函数， x 是自变量. 

QX 

我们学习的这门课程是常微分方程.今后，我们把常微分方程 
简称为“微分方程”，有时更简称为“方程”. 

(2) 线性和非线性 

如果方程 （1.38) 的左端为 y 及^的一次有理整 

式，则称 （1.38) 为 n 阶线性微分方程 .例如，方程 （1.34) 是二阶 
线性微分方程 .一般 71阶线性微分方程具有形式 

+ …+ 心-“工禮 + a n (x)y = f(x) f 


(1.39) 


这里 a 1 U ) r ", a „( > r )，/( x ) S：r 的已知函数. 

不是线性方程的方程称为非 线性微分方程 .例如，方程 


d 2 


dt 


9丄 g 


子 sin <p = 0 


是二阶非线性微分方程，而方程 （1.35) 是一阶非线性微分方程. 
(3) 解和隐式解 

如果函数: X) 代入方程 （1.38) 后，能使它变为恒等式， 
则称函数7= p ( x ) 为方程 （1.38) 的解. 如果关系式步 （ u ) =0 
决定的函数3；= pU ) 是方程 （1.38) 的解，我们称巾（: r ，3；) = 0 为 
方程 （1.38) 的 隐式解 ，隐式解也称为“积分”.例如 ，一 阶微分方程 


办 _ 

dx 


x 

y 


(1.40) 
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有解 = 和 jy = _ /i _ ： c 2 ; 而关系式 

X 2 + y 2 = l (1.41) 

就是方程 （1.40) 的隐式解.为了简单起见，以后我们不把解和隐式 
解加以区别，统称为方程的解. 

(4) 通解和特解 

我们把含有 n 个独立的任意常数，…，的解 

y= (p(x,c x ， c 2 , … ， c ”） 

称为 n 阶方程 （1.38) 的通解 .关于解对常数的独立性是指，对 p 
及其 ”-1 阶偏导数关于 w 个常数(:…，的雅可比行列式 
不为 0( 见§ 1.2.2) .同样可以定义方程 （1.38) 的隐式通解 ，相应 
地隐式通解也称为“通积分”.为了简单起见，以后我们也不把通解 
和隐式通解加以区别，通称为方程的通解.为了确定微分方程一个 
特定的解，我们通常给出这个解所必需的条件，这就是所谓 的定解 
条件 .常见的定解条件是初值条件和边值条件（边值条件见附录 
I ) •所谓 n 阶微分方程 （1.38) 的初值条 件是指如下的 w 个 条件： 

当 n 。 时，尸％,裝=：>4", r ^ = : vS rt_1 ) ， (1.42) 

这里工。，％，‘），…，是给定的《 + 1个常数.初值条件 
(1.42) 有时写为 


j(*ro) = ： yo ， 



(1.43) 


求微分方程满足定解条件的解，就是所谓定 解问题 .当定解条 
件为初值条件时，相应的定解问题，就称为初 值问题 .本书主要讨 
论初值问题，边值问题在附录 I 讨论. 

我们把满足初值条件的解称为微分方程 的特解 .初值条件不 
同，对应的特解也不同.一般来说，特解可以通过初值条件的限制， 
从通解中确定任意常数而得到.例如，在 §1.1 的例3中，含有一 
个任意常数 c 的解 
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N=ce n 


(1.14) 



就是一阶方程 （1.13) 的 通解； 而 

N ⑴ = N 0 e r(t 、) (1.16) 

就是满足初值条件 

当 f = f ◦时， N(t) = N 0 (1.15) 

的特解.特解 （1.16) 可以在通解 （1.14) 中令 c = iV Qe i 。 而得到. 
容易验证，二阶微分方程 

#4 + 5努+ 4 尸 0 (1.44) 

dx ox 

的通解为 

+ (1.45) 

这里 Cl ， c 2 是任意 常数; 满足初值条件 


的特解为 


: y(0) = 2, 


dy (0) = 
dx 


y = 2>e' x -e Ax 

可以在通解 （1.45) 中求得 c ,=3, c 2 = -1 而得到. 


(5) 积分曲线和方向场 
一阶微分方程 


(1.46) 


d.r 


= f (jo ,y) 


(1.47) 


的解 3；= p (: r ) 表示平面上的一条曲线，称为微分方程的积 
分曲线，而通解表示平面上的一族曲线，特解 < pU 0 ) 

=%则为过点（: r 。， ％)的一条积分曲线，积分曲线上过每一点的 


切线斜率^为方程右端在该点处 的值； 反之，如有一条曲 

线，其上每一点的切线斜率为/(1,3；)，则此曲线为积分曲线. 

可以用 /( u ) 在 Oxy 平面某区域 D 上定义过各点的小线 
段的斜率方向，这样的区域 D 称为方程 （1.47) 所定义的方向场， 
又称向置场.可以用方向场定义相应的微分方程 （1.47). 
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方向场中方向相同的曲线 /( U ) = A 称为等傾斜线或等斜 
线.可以利用取不同 A 值的等倾斜线来判别积分曲线的走向. 

(6) 微分方程组 

用两个及两个以上的关系式表示的微分方程称为微分方程 
组，如前面例子中的式 （1.22) 〜 （1.26), (1.28), (1.29) 等均是微 
分方程组. 

习惯将一般《阶常微分方程写成为解出最髙阶导数的形式 

z in) = g ( r ； ^, z ' , ••• , z u_1) ) , (1.48) 

其中 /”） .如果把。 〆 ，•••， 

都理解为未知函数，取变换 

^ z f y 2 = 〆 ，•••，％ = z (”~ u , 

则 n 阶方程 （1.48) 可以用一阶方程组 

~dT^ y2y 


\^ y n -i _ 

~dT = y ^ 

% 

_ / x 

^ = g \ t ; y { ，…， 

代替，即可以将高阶微分方程或高阶微分方程组变换为一般的一 
阶微分方程组 


d ： y , 

dt 


乂（之；％，…，％)， 


1 ， 2，".， w 


或更简单的写成向量形式 


dt 






其中 


(1.49) 
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— 麵 

3^1 


Yi(，;：Vi ，… 

， yj~ 


yi 

• 

• 

m 

， f(t;y) = 

/2 (“％ ， … 

# 

# 

籲 

，: yj 





，: y«)- 


前面提到的线性和非线性，解和隐式解，通解和特解以及积分 
曲线和方向场等概念同样适合微分方程组.例如，如果存在向量函 
数或代入方程组 （1.49) 后变成恒等式，则称 
它们为方程组 （1.49) 解，这里 

般把向量形式的方程组同样称为方程，不严格区分方程和方程组. 
(7) 驻定与非驻定，动力系统 
如果方程组右端不含自变量 f 

^ = f ( y ) f yeD ^ R \ (1.50) 

则称为驻定（自治）的，右 端含/ 的微分方程组 （1.49) 称为非驻定 
(非自治）的. 

对非驻定微分方程组 （1.49), 可以引进新的时间 r , 方程组 
(1.49) 可化为 

Tr = f(t；y) ^ 
dt _ 1 

[d^ =u 

成为〃 + 1维空间0;30驻定方程. 

驻定微分方程组 （1.50) 的过: y 的解炉 （r;：y) 可以视 r 为参数， 
有非常好的性 质：可 看成为 D 到 D 的单参数变换群，也就是 ：如记 
<M：y) =炉（〖；>)，令免（>0为参数/的3^0的映射（变换），则映 
射在 D 上满足恒同性0 0 (少）=少和可加性 (: y )= 

免/免/少”^免/究八:^沁满足上述性质的映射称为动力系 

统 .动力系统有连续和离散两种类型.因此驻定微分方程组可称为 
连 续动力系统！ 0, UGR |， 或称连续动力系统 I 洗 U 6 R ! 为由常 


# 
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微分方程定义的动力系统，也可以定义离散动力系统 ：1少„ ue 


zi , 这里 z 为整数集，例如由驻定差分方程=/(%)或驻定微 
分方程组 （1.50) 的解 0 „(>O = 便构成离散动力系统 • 


(8) 相空间、奇点和轨线 

不含自变量、仅由未知函数组成的空间称为 相空间 .积分曲线 
在相空间中的投影称 为轨线 .对驻定微分方程组 （1.50), 方程组 
/(妁= 0的解 y = ，表示为相空间中的点，它满足微分方程组，故 
称为 平衡解 (驻定解、常数解），又称为奇点（平衡点）. 

对平面一阶驻定微分方程组 


dx 

dt 


= fix f y) f 


.dt 


= g(x ，： y) ， 


(1.51) 


其相空间 U , y ) 又称为相平面.驻定方程的积分曲线有特殊的性 
质： 时间轴 Z 的平移不影响方向场，即可以在空间（: r ，3；“） 将方程 
的积分曲线投影到 （ U ) 平面上，方程 （1.51) 变为 

- dx _ f(x,y) C 1 、 

其在平面上的积分曲线即为方程组 （1.51) 轨线.同样可用 
O ^ y 平面上方程 （1.52) 的方向场进行研究，直接在相平面上进行 
讨论. 

可以应用等倾斜线方法确定轨线的方向，其中相平面上满足 
/(* r , j ；) = 0 的曲线表示轨线的： r 方向变化为0,称 为垂直等倾斜 
线， 过曲线的点的轨线的切线垂直于： r 坐 标轴； 而 #( u ) = 0 的 
曲线 称为水平等倾斜线， 过曲线上的点的轨线的切线平行于 I 坐 
标轴.垂直等倾斜线与水平等倾斜线的交点 （ A , %)为奇点，方程 
有解：1七）=^,火0 = ^.可以通过垂直等倾斜线与水平等倾斜 

线在相平面上划分的 K 域判断轨线的走向，这在第六章中将有较 
详细的讨论. 
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. 2.2 雅可比矩阵与函数相关性 


本书将多次涉及函数方程或方程组求解、参数或函数独立与 
相关等问题，有些在数学分析初等教材中较少提及，这里补充列出 
有关定义与结论，供需要时查阅. 

(1) 雅可比矩阵 
对 w 个变元的 w 个函数 

乂 = / (文1 ，工2，…，工 ”）， i = 1，2，".，771， 

定义 雅可比矩阵为 


，工2 ，•“ ，了》 ) 


d y \ 

d ^i 


d y m 

工1 


d y \ 


d y m 

d ^n. 


当 n = m 时，称雅可比矩阵对应的行列式为 雅可比行列式 ，记为 

3 (yj ，汐 2,…，: yJ 
y x 2 ，…， a ：” ）• 

对 一 个方程 F(xi , jc 


2 


0,如果在满足方程的点的 


9F 


邻域内，其 g 存在、连续且不为零，则存在过该点的有一阶连续偏 


导数的解 


d y 


F ：( 


，工2 


a ，： y ) 


yk = 1 , 2 , 


n • 


d ^k F y (x { ， : c 2 , … ， x” ， y) 

对 n + m 个变兀的 w 个方程 C ( j ： 丨 ，…，，％，…， jy m ) =0( / 
= 1,2,…， m ), 如果在满足方程的点的邻域内，其雅可比行列式 

3( p p … F ) 

… 存在、连续且不为零，则存在过该点的有一阶连 
续偏导数的解: y , = 乂 (a ,： c 2 c B )( / = 1,2,…， w ) ，且 
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3(F t ， F 2 ， …, F m ) • 

d yi _ d (yi ，…， ii ，々 ，： y*.i，•••，％) . L t 0 

GT - w 2 , …, Fj - 山 kO ， m. 

a (^i ， : yz ， … ， : y w ) 

(2) 函数相关性 

设函数乂 =/,( x , ，工 2 广*, 0 '„)(/ = 1，2，，"，讲）及其一阶偏导 


数在某开集 DCZR ” 上连续，如果在 D 内力， /2 ,…, 人中的 一个函 


数能表成其余函数的函数，则称它们在 D 内函数 相关； 如果它们 


在 D 内的任何点的邻域内皆非函数相关，则称它们在 D 内函数 
无关，或称它们彼此独立. 


如果雅可比矩阵在 D 内的任何点上的秩 

皆小于 m , 则 / m /2, …，人函数 相关； 如秩皆为 w ，则，，/ 2 ，…， 

九函数无关，彼此独立•当 n = ? n 时，可用雅可比行列式是否为零 

代替求雅可比矩阵的秩是否等于 7/1， 雅可比行列式不为零时函数 
彼此独立， 

对《阶常微分方程组 （1.38) 的通解 y=<p(x,c l9 c 2 ,-,c n ) 9 
因积分常数 Ci ， c 2 ，…， c „ 是由初值条件 (p ( X 0 ) = y 0l , ••- , 

）= i 确定，因此，如在其存在邻域内雅可比行列式有 

::….，，(二” 判，则 打 个积分常数是独立的. 


*1.2.3 常微分方程的发展历史 

常微分方程在微积分概念出现后即已出现，对常微分方程的 
研究可分为几个阶段 [7] . 

发展初期是对具体的常微分方程希望能用初等函数或超越函 
数表示其解，属于“求通解”时代.莱布尼茨 （ Leibniz ) 曾专门研究利 
用变量变换解决一阶微分方程的求解问题，而欧拉 （ Euler ) 则试图 
用积分因子统一处理，伯努利 （ Bernoulli )、 里卡蒂 （ Ri ccat i ) 微分方 
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程就是在研究初等积分时提出后人以他们的名字命名的方程. 

早期的常微分方程的求解热潮被刘维尔 （ Liouville ) 于1841年 
证明里卡蒂方程不存在一般的初等解而中断.加上柯西 （ Cauchy ) 
初值问题的提出，常微分方程从“求通解”转向“求定解”时代. 

首先是对常微分方程定解问题包括初值和边值问题的解的存 
在性、唯一性等解的性质的研究. 

其次，针对线性微分方程，特别是二阶线性微分方程，通过专 
门定义一些特殊函数以求解特殊方程，如贝塞尔 （ Bessel ) 函数、勒 
让德 （ Legendre ) 多项式等，这促成了微分方程与（复变）函数论结 
合产生微分方程解析理论. 

同时，由于天文计算的需要促进了常微分方程摄动理论以及 
小参数、幂级数等近似方法的研究. 

19世纪末，天体力学中的太阳系稳定性问题需研究常微分方 
程解的大范围性态，从而使常微分方程的研究从“求定解问题”转 
向“求所有解”的新时代. 

首先，庞加莱 （ PoincaM ) 创立了定性理论和方法研究常微分方 
程解的大范围性态.由于希尔伯特 （ Hilbert ) 提出20世纪23个数 
学问题中关于极限环个数的第16问题，大大促进了定性理论的发 
展. 

另一方面李雅普诺夫 （ Lyapunov ) 提出的运动稳定性理论，用 
于解决方程解的初值扰动不影响原方程解的趋向问题，在天文、物 
理及工程技术中得到广泛应用，先后在前苏联、美国受到极大重 
视. 

同时，伯克霍夫 （ Birkhoff ) 在20世纪初在动力系统方面开辟 
了一个新领域，由于拓扑方法的渗入,20世纪50年代后经阿诺德 
( Arnold )、 斯梅尔 ( Smale ) 等大数学家的参与而得到蓬勃发展. 

除定性、稳定性和动力系统理论外，还有非线性振动理论、摄 
动与奇异摄动理论及变换群理论在20世纪也得到迅速发展. 

20世纪六七十年代以后，常微分方程由于计算机技术的发展 
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迎来了新的时期，从“求所有解”转人“求特殊解”时代，发现了具有 
新性质的特殊的解和方程，如混沌（解）、奇异吸引子及孤立子等. 
科技和数学界的重大发现是混沌、孤立子和分形，其中混沌、孤立 
子直接与微分方程有关.洛伦茨在20世纪60年代发现了称为 
Lorenz 方程的常微分方程，初始敏感的特性导致了混沌现象的发 
现引起了科学界的巨大震动，斯梅尔称之为“利用牛顿的定律推翻 
了牛顿决定论” [8] .孤立子本是物理上有重要意义的偏微分方程的 
新类型解，但它们往往对应于可积的哈密顿系统的常微分方程，从 
而引发了对停顿百年的常微分方程可积性的研究热潮. 

常微分方程的研究还与其他学科或领域的结合而出现各种新 
的研究分支，如控制论、种群生态学、分支理论、泛函微分方程、脉 
冲微分方程、广义微分方程、时标微分方程等. 

“300 年来分析是数学里首要的分支，而微分方程又是分析的 
心脏.这是初等微积分的天然后继课，又是为了解物理科学的一门 
最重要的数学，而且在它所产生的较深的问题中，它又是高等分析 
里大部分思想和理论的根源 塞蒙斯曾如此评价微分方程在数学 
中的地位 [9] . 

常微分方程属于数学分析的一支，是数学中与应用密切相关 
的基础学科，其自身也在不断发展中，学好常微分方程基本理论与 
方法对进一步学习研究数学理论和实际应用均非常重要. 



1. 指出下面微分方程的阶数，并回答方程是否线 性的: 


O 2 

"yi 


⑵⑵ 2+ 

l2xy-0; 

⑶⑵ 


-3/ =0; 

⑷ - 5 

dx 


3xy = sin x ; 
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(5) -- + cas jy + 2x = 0; 
ax 

(6) sin(^^ ) + e y = x. 

2. 试验证下面函数均为方程 A + a; 2 > = 0 的解，这里 co >0 是 常数 : 

ax 

(1) y- cos cox ; 

(2) y - C| cos axr ((^ 是任意常数）； 

(3) y — sin wx; 

(4) y— c 2 sin axr (c 2 是任意常数）； 

(5) y— Ci cas oat + c 2 sin axr (c! ,c 2 是任意常数）； 

(6) jy = Asin(car + B) (A 是任意常数 ）. 

3. 验证下列各函数是相应微分方程的解： 

( 1 ) y - ^ y-cos X ； 

x 


(2) y = 2 + c V I ^ x 2 x 2 )y ^ xy = 2x (c 是 任意常 数）; 

(3) y ^ ce 1 . y^-iy (c •是任意常 数）； 

(4) y-e x ，: yV r + y 2 ^ 2ye s = 1 _ e 2j: ; 

(5) y ― sin x ^ y 2 ^ 2ysin x + sin 2 x — cos x — Q; 


( 6 ) 




一 


~^ x 2 y = + :ry 

JT 


⑺尸 
(8) y- 


X 1 + 1 = y 2 -（: r 2 + 1)> + 2x; 

-齡—齡 2 一齋. 


4. 给定一阶微分方程 g = 2:r. 


(1) 求出它的通解； 

(2) 求通过点 （ 1,4) 的 特解； 

(3) 求出与直线 : y = 2;r+3 相切 的解； 

(4) 求出满足条件 f 3Kir = 2 的解； 

J 0 

(5) 绘出（ 2),(3) ， <4) 中的解的图形 . 

5. 求下列两个微分方程的公 共解： 

y = y 2 ^ 2:r - x A y y = 2x + x 2 ^ x A — y — y 2 . 
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6. 求微分方程 : y + jr ： y ' 2 - 夕 = 0 的直线积分曲线. 

7. 微分方程4// 2 -/ = ^ 3 ,证明其积分曲线关于坐标原点 （0,0) 成 
中心对称的曲线，也是此微分方程的积分曲线. 

8. 试建立分别具有下列性质的曲线所满足的微分 方程： 

(1) 曲线上任一点的切线与该点的径向夹角 为零； 

(2) 曲线上任一点的切线介于两坐标轴之间的部分等于定长 

(3) 曲线上任一点的切线与两坐标轴所围成的三角形的面积都等于常 
数 a 2 ; 

(4) 曲线上任一点的切线介于两坐标轴间的部分被切点 等分； 

(5) 曲线上任一点的切线的纵截距等于切点横坐标的 平方； 

(6) 曲线上任一点的切线的纵截距是切点的横坐标和纵坐标的等差中 
项； 

(7) 曲线上任一点的切线的斜率与切点的横坐标成正比. 

(提示 ：过点 U ,： y ) 的切线的横截距和纵截距分别为和^ 

本 

本章介绍了三个方面的内 容：自 然及社会科学中的常微分方 
程模型、常微分方程基本概念和常微分方程的发展历史. 

数学反映了客观现实世界中量与量之间的关系，特别是反映 
变景、函数及其导数关系的常微分方程，在各类学科中均有广泛的 
应用•本章只介绍了与后面内容相关的一些模型，只需粗略了解即 

可，需要时再回头学习.特别是例 7 和例 8 的化学和力学系统模 
型，专业性较强. 

基本概念介绍了常微分方程和偏微分方程、线性和非线性、解 
和隐式解、通解和特解、方程和方程组、驻定和非驻定、动力系统， 
以及积分曲线和轨线、方向场、等倾斜线等概念，使读者对常微分 

方程有一个基本的概念，也为本书以后的学习内容打下了基础，因 
此要深刻理解. 
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除常微分方程基本概念外，还列出雅可比矩阵和函数相关性 
的定义和应用，供需要时查阅. 

关于常微分方程的发展历史及其在数学中的地位仅做了简单 
介绍，使读者了解其全貌和发展过程，也为后面的内容提供参考. 

本书仅是常微分方程的基础课程，对常微分方程的近代理论 
只作初步介绍，若需深入学习，可参阅书末参考文献中的专 

著 [9-20] 
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篇二宣 


一阶微分方程的初等解法 


本章介绍一阶微分方程的初等解法，即把微分方程的求解问 
题化为积分问题，其解的表达式由初等函数或超越函数表示.如同 
五次或高于五次的代数方程不能用四则运算求解一样，对于一般 
的一阶常微分方程也没有通用的初等解法.本章仅介绍若干能有 
初等解法的方程类型及其求解的一般方法，这是常微分方程发展 
初期数学家的辛勤成果.这类初等解法，既是常微分方程理论中很 
有自身特色的部分，也与实际问题密切相关，值得我们好好学习、 
体会. 


§ 2.1 变量分离方程与变量变换 

2.1.1 变置分 离方程 

形如 

= (p( y) ( 2 . 1 ) 

的方程，称为变量分 离方程 ，这里/(1)，9(>0分别是的连续 
函数. 

如果关0,我们可将 (2.1) 改写成 

為 =/( 工)心， 
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这样，变量就“分离”幵来了.两边积分，得到 


dy _ 


f dy 
J <p(y) 


f ( x)dx + c . 


这里我们把积分常数 c 明确写出来，而把 






( 2 . 2 ) 


f ( x ) dx 分别 


麵 々 VT ， /( 工蘭 系難 H 猶祕廳 ffi (2.2 )WI 
义，如无特别声明，以后也作这样理解. 


把 (2.2) 理解为 ^, x , c 的隐函数关系式中 （ y ， x , c )=0 或 y 
的: r , c 函数关系式7 =火^),微分(2.2)两边，知对任意常数0, 
由 （2.2) 所确定的函数关系式 >；=火^，幻满足（2.1),因而（2.2) 
是 (2.1) 的通解. 


因 （2.2) 式不适合 9 ( 7 ) =0情形.但如果存在％使 < p ( y 0 ) = 
0,则直接验证知 : y = ： y 。 也是 (2.1) 的解.因此，还必须寻求 ( p ( y ) = 
0的解3^，当：^ = %不包括在方程的通解 （2.2) 中时，必须补上特 


解尸 Vo . 


例 


求解方程裝= -爹. 


解 将变量分离，得到 

ydy = — xdx , 


两边积分，即得 


2 


3^ 

T 


2 

W ， 


因而，通解为 


2 


2 


x 卞 ： y — c , 

这里 c ： 是任意正常数.或者解出写出显函数形式的解 


y 


土 Vc - X 1 


例2求解 §1.1 中的方程 


dy _ y (- dx ) 一 、 A 、 n 
石- x \ a ~ by ) 


(1.33) 
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解方程可变量分离为 


(臺一 


d ldjc 


(-7 


厶 jdjy ， 


c - dx a ▲ - by 一 

x e y e 


积分得 _ 

cln I x I - dx = —alnlyl + by + k ， 

这里 I 为任意常数，上式可化为 

' ±k y 

其中 A = J .因方程还有特解 ^ = 0. 并考虑到条件于 
是方程的通解为 

x c e dx y a ^ by = k, 

这里为任意常数. 

如果考虑方程的满足初值条件的解，可将初值条件 r =0时， 


• r ⑻= 

I 。，: y (0) = : y 。 ，代入得 


k = x 0 c e~ dx o yo a e 

即解为 

工 c e _ 

或写成 



幼 0 


c - dXf. 
文 0 e 0 , 


x 


e 


e 


一 6( ， v _ V = 1 • 


-c/(x- j ： 0 ) / y_ 

/ \yo 

例 3 求解人口增长的 logistic 模型 

柴 = N(t 0 ) = N 09 N(t)>0. 

解同样可以应用变量分离方法并对分式分解化为 

N m dN dN ‘ dN 


rdt 


(N m -NJN N N m -N 

两边积分之，得 

rt + F = In N — ln( N m — N ), 
其中 7 为任意常数.化简之 


N 



解得 


N = 

1 + ce … 

其中 c = 将初值条件£ = ~时，〜=]\^,代入得 

-” 0 _N 

N 0 A, 

最后得解 N = — Nm - . 

1 脊 1 卜> 

例 4 求方程 

^" P(x)y (2 * 3) 
的通解，其中尸 （* r ) 是： r 的连续函数. 

解 将变量分离，得到 

— = P ( x ) dx , 

:V 

两边积分，即得 

In | jy | — P ( x)dx + c , 

这里 f 是任意常数.由对数定义，即有 

\ y \ = J P(j)dx+f ' , 

即 

3^ = ± e e . J PU)dj . 

令土/ = c ，得到 

y = cJ Pix)dl . (2.4) 

此外 ， 《y = 0 显然也是 （2.3) 的解.如果在 （2.4) 中允许 c = 0, 
则 j = 0 也就包括在 （2.4) 中，因而， （2.3) 的通解为 （2.4), 其中 c 
是任意常数. 
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2 . 1.2 可化为变董分离方程的类型 


这里只介绍两种简单的情形. 

(1) 形如 

dx s \ JT 

的方程，称为齐次微分方程，这里是 
作变量变换 


(2.5) 


的连续函数 


= y_ 


( 2 . 6 ) 


即 J = WJT ,于是 


djr 


d 


dx 


(2.7) 


将 (2.6)，（2.7) 代入 (2.5)， 则原方程变为 


du 

dx 


尺（“）， 


整理后，得到 


du _ g(u)- 


d. x _• (2 * 8) 

方程 (2.8) 是一个变量分离方程.可按 2.1.1 的方法求解，然 
后代回原来的变量，便得 (2.5) 的解. 


例5求解方程 # = 2 + 

QX X X 


解 这是齐次微分方程，以 f W 及 ^=：T «代入，则 


原方程变为 


d_w 

dx 


+ tan 


即 


du _ tan 
dx 


x 


(2-9) 
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将上式分离变量，即有 

, dx 

cot U QU = - , 

X 

两边积分，得到 

In | sin u I = ln| x | + c , 

这里是任意常数.整理后，得到 

sin u = 土 e c • x , 

令土 == cr , 得到 

sin u = cx . (2.10) 

此外，方程 (2.9) 还有解 

tan m = 0, 

即 sin m = 0. 

如果在 (2.10) 中允许 c = 0, 则 sin w =0 也就包括在 （2.10) 中，这 
就是说，方程 (2.9) 的通解为 （2.10). 

代回原来的变量，得到原方程的通解为 


sin — = cx. 
x 


例6求解方程 jc ^ + 2 xy — y ( j ： <0) 

4 

解 将方程改写为 


dx 


= 2' ! + i (x<0), 


X X 


这是齐次微分方程.以2 = w g 

X QX dx 

为 

dx 


U 代入，则原方程变 


( 2 . 11 ) 


分离变量，得到 


du dx 


2 yf~U 


X 
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两边积分，得到 （2.11) 的通解 

y/~u — ln( JC ) + C . 

即当 ln ( — x ) + c 〉0时， 

u — [ln( x ) 十 c ] 2 , 

这里 c 是任意常数.此外，方程 (2.11) 还有解 

M =0, 

注意，此解并不包括在通解 （2.12) 中. 

代回原来的变量，即得原方程的通解为 

y = x[ln( - :c) + c] 2 ， ln( - x) + c >0 

及 y = 0. 

顺便指出，我们也可将原方程的通解表示为 

Jx[ln( - x) + c] 2 , ln( - jc) + c >0, 

io ， 

它定义于 x 轴的整个负半轴上. 

(2) 形如 

dy _ a A x b L y + c x 

dx a 2 «r + b 2 y ^ c 2 

的方程也可经变量变换化为变量分离方程，这里 fll ,a 
q , c 2 均为常数. 

我们分三种情形来 讨论： 



a 2 



&=々（常数)情形. 


这时方程化为 


有通解 


dy 

dx 


k 


赘 


其中 c 为任意常数. 
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y = kx + c 9 


( 2 . 12 ) 


(2.13) 

2，厶1，厶2， 



②岩 情形. 

令 m = a 2 jc + ,这时有 


du 

dx 


a 


2 


b 


2 


dx 


灸 M + C 

= a ^ b2 ^T7l 


是变量分离方程. 


情形. 

如果方程（2.13)中 Cl , C2 不全为零，方程右端分子、分母都是 


•3：,：y 的 一 次多项式，因此 


a x x + b x y^ c x =0, 
[a 2 jc + b 2 y + c 2 — 0 


(2.14) 


代表 Oxy 平面上两条相交的直线，设交点为 U，p). 若令 

X = x — a , 

Y^y-P ， 

则 （2.14) 化为 


a , x + y = 0, 

a 2 X + b 2 V — 0, 

从而 (2.13) 变为 


(2.15) 


dY _a x X^ b x Y _ ( Y\ 

dX~ a 2 X^ b 2 Y ~^(X /* 


(2.16) 


因此，求解上述变量分离方程，最后代回原变量即可得原方程 
(2.13) 的解. 


如果方程 (2.13) 中^ 1 =心=0,可不必求解（2.14),直接取变 


换即可. 

X 

上述解题的方法和步骤也适用于比方程 (2.13) 更一般的方程 

类型 



a x x ^ b x y + c x 
a 2 x + b 2 y + c 2 
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此外，诸如 


= f(ax + by + c) 9 


yf(xy)dx + xg{xy)dy = 0 , 

工 空 =/( 巧)， 


以及 

M{x y y)(xdx + yd ： y) + N(x , 3 /)(xdjy _ ydx )=0 
(其中 M ， N 为 x ， y 的齐次函数，次数可以不相同）等一些方程类 
型，均可通过适当的变量变换化为变量分离方程.读者不妨作为练 
习把相应的变换找出来. 

例7求解方程 


d：y _ x - y+ \ 
dx x + y 一 3 

解解方程组 

■T 一 jy + 1 = 0 ， 

x + ^ — 3 = 0, 

得 x = l，：y = 2 .令 

x = X + l, 

尸 y + 2, 

代入方程 (2.17), 则有 

dy _ X-y 

ax ~x+ y * 

再令7=«久，则(2.18)化为 


dX_ 

X ~ 



(2-17) 


(2-18) 


两边积分，得 
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u 



In X 2 = - ln| m 2 + 2m - 1 1 + c , 

因此 

X 2 ( w 2 +2 m — 1) = 土 e f , 

记并代回原变量，得 

y 2 + 2xy-x 2 = c,, 

(y - 2) 2 + 2 ( x - 1 )( 3 ； - 2 ) — （《r — l) 2 = c x . 
此外，容易验证 

m 2 十 2m —1=0 ， 



y 2 +2XY- X 2 =0 


也是方程 （2.18) 的解.因此方程 (2.17) 的通解为 

jT + 2 xy ~ x ~ 6 y — 2 x = c f 

其中 C 为任意常数. 


2 . 1.3 应用举例 


例 8 电容器的充电和放电. 

如图 （ 2 . 1 ) 所示的 RC 电路，开始时电容 C 上没有电荷，电容 


两端的电压为零.我们把开关 S 合 
上“ 1 ”后，电池£：就对电容 （：充 
电，电容 C 两端的电压&逐渐升 

高.经过相当时间后，电容充电完 
毕，我们再把开关 S 合上“ 2 ”，这时 
电容就开始了放电过程.现在要求 
找出充、放电过程中，电容 C 两端 
的电压&随时间？的变化规律. 



R 


图 （2.1) 


解 对于充电过程，由闭合回路的基尔霍夫第二定律，有 


u c + RI = E , (2.19) 

对电容 C 充电时，电容上的电量 Q 逐渐增多，根据 Q = Cu c 得到 
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r _dQ _ d t ^ 、—广 du c 

/= d7 = d7 (CMc)_C *dT* 

将 (2.20) 代人 (2.19), 得到 t / c 满足的微分方程 


RC 


du c 

dt 



u c = E , 


( 2 . 20 ) 


( 2 . 21 ) 


这里 i ?， C ，£ 都是常数.方程 (2.21) 属于变量分离方程.将 (2.21) 
分离变量，得到 


dw c _ _ dt 
u c -E~ ~RC 9 

两边积分，得到 


ln| w c - E | =-配 t + c 


即 


u c - E— ± e c, e = c 2 e, 
这里 ± 。为 任意常数. 

将初值条件/=0时， M (: =0 代入，得到 

c 2 = - E, 

所以 


M c = £(l-e _ 士 r )• (2.22) 

这就是尺 C 电路充电过程中电容 C 两端的电压的变化规律.由 
(2.22) 知道，电压从零开始逐渐增大，且当^—十 oo 时， 

£,见图 （2.2) .在电工学中，通常称 
r = RC 为时间常数，当 f = 3 r 时， 

« C = 0.95 E ， 就是说，经过 3 r 的时 

间后，电容 C 上的电压已达到外加 
电压的95%.实用上，通常认为这时 
电'容 C 的充电过程已基本结束.易 
见充电结果 u c = E . 



• 40 . 


图 （2.2) 




对于放电过程的讨论，可以类似地进行，留给读者自己去 
完成. 

例 9 探照灯反射镜面的形状. 

在制造探照灯的反射镜面时，总是要求将点光源射出的光线 
平行地反射出去，以保证探照灯有良好的方向性，试求反射镜面的 
几何形状. 

解取光源所在处为坐标原点，而 * r 轴平行于光的反射方 
向，如图 (2.3) .设所求曲面由曲线 


I v = /(x), 

iz-O 


(2.23) 


绕: r 轴旋转而成，则求反射镜面的 


问题归结为求 Oxy 平面上的曲线 3 / 
= /(: c ) 的问题. 


过曲线5 = /(*2：)上任一点 
M ( u ) 作切线 NT , 则由光的反 
射定律 ：人射 角等于反射角，容易推 



知 

a y = a 2f 


图 （2.3) 


从而 

注意到 


丽=丽. 


dx 


= tan ci2 = 


MP 

w 


及顶=就得到函数^ = / U ) 所应 
满足的微分方程式 



(2.24) 


这是齐次微分方程.由 2.1.2 知引人新变量 m = 2 可将它化为变 

X 
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量分离方程，再经直接积分即可求得方程的解.这个求解过程留给 
读者自己去完成. 

在此，我们顺便指出，齐次微分方程也可通过变换 = i 而化 

y 

为变量分离方程.以方程 (2.24) 为例，由 i = M 得 + y 
代人 (2.24) 得到 


于是 



6v 

d ^ = v+sgny 



^ = sgn y - . (2.25) 

^ Vl^-v 2 

积分 (2.25) 并代回原来变量，经化简整理，最后得 

y 2 = c(c + 2 x ) , (2.26) 

其中 C 、 为任意正常数. 

(2.26) 就是所求的平面曲线，它是抛物线，因此，反射镜面的 
形状为旋转抛物面 

y 2 + z 2 = c(c + 2 x ) . (2.27) 



1. 求下列方程 的解： 

(1) g = 并求满足初值条件1 = 0,：^= 1的特解； 

(2) y 2 dx ^ ( j " + l ) d;y = 0,并求满足初值条件 jc = 0 ,>f ^ 1的特解; 

( 3 ) ^ = _ 1 ±^L. 
d:r + a: 3 3^, 

(4) ( 1 + x)ydx + ( 1 - jy)jrdjy = 0; 

(5) (jy + x ) dy + (x-^)dx = 0; 



( 7 ) tan y dx - cot x dy = 0 ; 
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(9) jr(In x ~ In y)dy ^ ydx = 0; 

( 10 ) 裝= 〆 ' 

2. 作适当的变量变换求解下列 方程: 
⑴ Tz = (- r + ^) 2 ； 




(3) 


djy 一 2x 一 y + 1 
Jr ~ jr - 2y~^ 1 


⑷ 

(5) 

⑹ 

(7) 


djy 一 了 一 jy + 5 

dx 工-汐 一 2 ， 

= (^* ^ I ) 2 + (4 jy + I ) 2 + 8 xy + 1 ; 

d：y 一 y 6 - 2 x 2 • 

dx 2 xy ^ + x 2 y , 

dy — 2 jt 3 + 3 o* 3 ； 2 十 : r 

dx 3 x 2 y +^ jy 3 ^ y 


3. 证明方程 ig = /(： r . y ) 经变换可化为变 M 分离方程，并由此 
求解下列 方程： 


( 1 ) 3^(1 + y 1 = xdy ; 

/ o \ x d^^2 + x 2 3； 2 

⑵ 731^2^7* 

4. 已知 fix ) r /( r ) df = i (： r 关 0)， 试求函数 / u ) 的一般表达式. 


5. 求具有性质 


的函数 x (0, 已知/(0)存在. 

6. 求一曲线，使它的切线介于坐标轴间的部分被切点分成相等的两段. 

7. 在图 （2.1) 所示的 RC 电路中，设 £= 10 V , i ? = 100 a , C -0.01 F , 
而开始时电容 C 上没有电荷 .问： 
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(1) 当开关 / C 合上 “1” 后，经过多长时间电容 C 上的电压 《 c = 

5 V ? . 

(2) 当开关 K 合上“1”后，经过相当长的时间（如1分钟后）开关 
K 从 “1” 突然转至 “2”， 试求的变化规律，并问经过多长时间 « c = 
5 V ? 

8. 求出习题 1.2 第8题 （1) 所确定的曲线，其中 a = ^-. 

9. 证明满足习题 1.2 第8题 (7) 所给条件的曲线是拋物线族. 

§2.2 线性微分方程与常数变易法 

一阶线性微分方程 

jJ = F ( x )^+ C ?( x ), (2.28) 

其中 P (： r )， Q (: c ) 在考虑的区间上是： c 的连续函数.若 
QU )=0，（2.28) 变为 

= P ( jo ) y t (2.3) 

(2.3) 称为一阶齐次线性微分方程.若 QU ) 參 0,(2.28) 称为一阶 

非齐次线性微分方程. 

( 2 .3) 是变量分离方程，我们已经在 § 2 . 1 例 4 中求得它的通 

解为 

y = cJ p(x)dx , (2.4) 

这里 c 是任意常数. 

现在讨论非齐次线性微分方程 (2.28) 通解的求法. 

不难看出 ，（2.3) 是 (2.28) 的特殊情形，可以设 想：在 (2.4) 中， 
将常数 c 变易为 x 的待定函数 c (: r ). 令 

y = c(x)J PU)dj , (2.29) 

微分之，得到 
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^ = Jp (x)d , + cU)PU) 

djr ax 

以 （2.29)，（2.30) 代入 (2.28), 得到 

J PU)dx + c{x)P{x) J P(j)dx 
da: 


(2.30) 


即 


积分后得到 


P(x)c(x) J P(j)dx + Q(x), 

dc ^— = Q(x) e'l p(x)dj , 


(x) 


Q(x) e\ PUUx dx 


这里 f 是任意常数.将上式代入 (2.29)， 得到方程 (2.28) 的通 


解 


y 


CP(s)6jt 

& 


( 「 Q(x) e n + c). 


(2.31) 


这种将常数变易为待定函数的方法，我们通常称为常 数变易 
法.常数变易法实际上也是一种变量变换的方法，通过变换 (2.29) 
可将方程 (2.28) 化为变量分离方程. 

若方程不能化为 （2.28) 形式，可以将： r 看作是3；的函数，再 
看是否为 (2.28) 形式. 

例1求方程 （I + - ny = e x U + 1 )” + 1 的通解，这里 /z 


为常数. 

解 将方程改写为 

dx 


n 


Tjy 

首先,求齐次线性微分方程 


^ y _ 

dx 




e r ( jt + 1 广 • 


n 

TT ^ 


0 


(2.32) 


的通解，从 
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得到齐次线性微分方程的通解 

c{x + 1)” • 

其次应用常数变易法求非齐次线性微分方程的通解.为此，在 
上式中把 c 看成为 x 的待定函数 c (: r )， 即 

y = c ( x)(x + l )\ (2.33) 

微分之，得到 



(: r + 1)” + w ( jt + 1 ) n 1 c( j:). 


(2.34) 


以 (2.33) 及 (2.34) 代人 (2.32), 得到 

dc ( x ) _ x 
~ d^ _e 


积分之，求得 

c ( jc ) — e r + c . • 

因此，以所求的 C (: T ) 代人 (2.33)， 即得原方程的通解 

： y=(j ： 十 l)”（ei + f )， 

这里 f 是任意常数. 


例2求方程 g = 的通解. 

解 原方程不是未知函数^的线性微分方程，但我们可将它 
改写为 


即 


dx _ 2 x ~ y 

y 


dx _ 2 

33^7^， 

把 x 看作未知函数 ，3； 看作自变量，这样，对于： r 及# 

oy 

(2.35) 就是一个线性微分方程. 

首先，求出齐次线性微分方程 


(2.35) 
来说，方程 



dx _ 2 

石 = 7 X 

的通解为 

x = cy 2 , (2.36) 

其次，利用常数变易法求非齐次线性微分方程 (2.35) 的通解 • 
把 c 看成 c (： y ) ，微分 (2.36) ，得到 


代人 (2.35), 得到 


dx _ dc ( y ) 2 , 0 / 、 

+ 2c( 士. 


dc(;y) 

dy 


积分之，即可求得 


从而，原方程的通解为 


(: y ) = - In | 3^ I + C 


jy 2 (亡 一 In I ;y I ) ， 


这里卩是任意常数. 
形如 


= P ( x)y + Q ( x ) y n 


(2.37) 


的方程，称为伯努利微分方程，这里 P (: r ), Q (工）为的连续函 
数，71尹0,1是常数. 

利用变量变换可将伯努利微分方程化为线性微分方程.事实 
上，对于3^关0,用：乘 (2.37) 两边，得到 


， ” 裝 =y”pu) + Qu) 


(2.38) 


引入变量变换 


_ 1 


(2.39) 


从而 


dz 

dx 


( l - n)y 


dy 
djc # 


(2.40) 
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将 （2.39), (2.40) 代人 (2.38)， 得到 

~ n ) P ( x ) z + (1- n ) Q ( x ) 9 (2.41) 

这是线性微分方程，可按上面介绍的方法求得它的通解，然后代回 
原来的变量，便得到 （2.37) 的通解.此外，当 n >0 时，方程还有解 

: y = 0. 

例3求方程 g = - u 2 的通解. 

解 这是《 =2时的伯努利微分方程.令 

之 = 7 _1 ， 

算得 

dz _ -2 d V 

di = ~ y 3 ^- 

代人原方程得到 

dz _ 6 . 

訌 = —7 十工， 

这是线性微分方程，求得它的通解为 



代回原来的变量 h 得到 

1 _ C J： 2 

7 = ^ 

或者 



y 



C y 


这就是原方程的通解. 

此外，方程还有解 y = 0. 


1 . 求下列方程 的解: 
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(1) 裝 = y ^ sin x ; 

(2) + 3x = e 2r ; 


(3) 


ds 

dt 


5 cos t + 了 sin 2 。 


⑷ g WV (« 为常数 ）•， 
⑸奐 + 1 ^£ 厂 1 = 0 ; 


dx 


x 


( 6 ) 






⑺砮 - 為 =( 川 )3 ; 


⑻ ^y = ^y. 

K J dx 

(9) 咎二没 + £_ 

ax jr 


x 


( a 为常数） 


( 10 ) i 尸 

(11) g + : 尸 xV; 

(12) (jyln x - 2)ydx = xdy 

(13) 2xydy = (2y 2 - x)dx ; 


(14) 


_ e > + 3x 
dx 


x 


(15 ) 杂 


J^y + JC 3 y 3 , 


(16) ^ = e" + y(t)dt. 

Jo 

2 . 设函数 9(0 于 -°°<,< + oo 上连续 ，〆 (0) 存在且满足关系式 

9“ + 0 = <p(t)<p(s) f 


试求此函数. 
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图 （2.4) 图 （2.5) 

5. 试证： 

(1) 一阶非齐次线性微分方程 （2.28) 的任两解之差必为相应的齐次线 
性微分方程 (2.3) 之解； 

(2> 若夕=^(^)是(2.3)的非零解，而夕= 5(1)是（2.28)的解，则方程 
(2.28)的通解可表为3/ = 0；(1) + 31 ( 1 ), 其中 c 为任意 常数； 

(3) 方程 (2.3) 任一解的常数倍或任两解之和（或差）仍是方程 （2.3) 的 

m. 

6. 求解习题 1.2 第8题 （5) 和 (6). 

7. 求解下列 方程： 

(1) u 2 -i>y-^+i = o ； 

(2) *r(:r 2 - 1)/ - （ 2jt 2 - l)；y + *r 3 = 0; 

(3) y f sin x * cos x - y - sin 3 j ： = 0. 

§2.3 恰当微分方程与积分因子 

2.3.1 恰当微分方程 

我们可以将一阶方程 
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3. 如图 （2.4) 所示的尺乙电路，试求： 

(1) 当开关 S , 合上 10 s 后，电感 L 上的 电流； 

(2) $合上10 s 后再将$合上，求$合上20 s 后，电感 L 上的电流. 

4. 试求图 (2.5) 所示的 /? L 电路电感上电流 /(/) 的变化规律，并解释其 
物理意义，设/ = 0时， J 二 0. 




dy 

dx 


= ， y) 


写成微分的形式 

f{x 9 y)dx — d v = 0 1 

或把平等看待，写成下面具有对称形式的一阶微分方程 

M(x 9 y)dx + N(x , y)dy = 0, (2.42) 

这里假设 M (: r ， 30 ， N (: r , y ) 在某矩形域内是 u 的连续函数， 
且具有连续的一阶偏导数.这样的形式有时便于探求方程的通解. 

如果方程 (2.42) 的左端恰好是某个二元函数 3；) 的全微 
分，即 


M(x f y)dx + N(x 9 y)dy = du(x 9 y) 

令工 + §>， （ 2 . 43 ) 

则称 (2.42) 为怡当微分方程. 

容易验证， （2.42) 的通解就是 

u(x t y) = c , (2.44) 

这里 r 是任意常数. 

这样，我们自然会提出如下 问题： 

(1) 如何判别 (2.42) 是恰当微分方程？ 

(2) 如果 （2.42) 是恰当微分方程，如何求得函数 M = 

u(x ,y)? 

为了回答以上问题,我们首先察看，如果 (2.42) 是恰当微分方 
程时，函数 MUjhNUj) 应该具有什么性质？从 (2. 43) 得到 



^ U - M 
dx 

(2.45) 

和 




a u KJ 

(2.46) 

将（2.45)、(2.46)分别对；^, 

JO 求偏导数，得到 
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d 2 u dM d 2 u dN 


3yd jc J ^x3y 3x 


由于岩 , I ? 的连续性，可得 


〜 d 2 


dydx dxdy ’ 


故 


3M = 3N 

dy d X 


(2.47) 


因此， （2.47) 是 （2.42) 为恰当微分方程的必要条件.现在证明 
(2.47) 也是 (2.42) 为恰当微分方程的充分条件，或更进一步证明: 
如果方程 (2.42) 满足条件 (2.47), 我们能找到函数 M ，使它同时适 
合方程 (2.45) 和 （2.46) .这样，就回答了以上提出的两个问题. 
我们从关系式 (2.45) 出发，把 y 看作参数，解这个方程，得到 


u - M(x ,^)dx + < p ( y ) , (2.48) 

这里9(^)是5 的任意可微函数.我们现在来选择使 w 同时 
满足 (2.46), 即 


d u 

d y 


d 

d y 


MU ， 咖誓 = N ， 


由此 


-^ = N - — , y ) dx . (2.49) 

我们证明， （2.49) 的右端与： r 无关.为此，只需证明 （2.49) 的 
右端对 . r 的偏导数恒等于零.事实上 


d 

3 X 


N - 


M(x 9 y)dx 


3N 

d 

• d 

3 X 



dN 

d 

• d 

^ X 

d y 


SN 

dM 

dx 

d y 



M(x , jy)d 


M(x , y ) d . 


0 , 


在我们的假设条件下，上述交换求导的顺序是允许的.于是， 
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(2.49) 右端的确只含有积分之，得到 


9(‘ v ) 


N - ^ M ( x , y)d 


X 




( 2 . 50 ) 


将 (2.50) 代人 (2.48), 即求得 


u 


M(x y y)dx 


N 


d 


d 




M(x ^y)dx 


dy. 


因此，恰当微分方程 (2.42) 的通解就是 

d 


M(jt y y)dx 


N 


石 . 


M(x ， 3；)dx 




,(2.51) 


这里 r 是任意常数. 

例 1 求 (3 j: 2 + 6 xy 2 )dx + (6 x 2 y + 4 y 3 ) d ^ = 0 的通解. 
解 这里 M = 3: r 2 + 6j ： 3； 2 ， N = 巴:*: 2 } + 4 jy 3 ， 这时 

dN 

z \lxy y — IZxy , 


d 


y 


因此方程是恰当微分方程. 

现在求《，使它同时满足如下两个 方程: 

3U --3 x 2 +6 xy \ 


d JC 


du 2 


(2.52) 


(2.53) 


(2.54) 


y + 4 y . 

由 （2.52) 对 * r 积分，得到 

u = x 3 + 3x 2 y 2 + cp{y ), 

为了确定 9(30, 将 (2.54) 对: y 求导数，并使它满足 ( 2 .53), 即得 

§5 =6x2 - v + ^ff^ =6x2 y +4 y ' 

于是 


^<p(y) 

dy 


= 4： y 3 ， 


积分后可得 


(p(y) = y A y 


将 史 (30 代人 (2.54), 得到 
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u = x 3 + 3x 2 y 2 + y 4 . 

因此，方程的通解为 

jc 3 + 3x 2 y 2 ^ y A ~ c ^ 

这里 c 是任意常数. 

往往在判断方程是恰当微分方程后，并不需要按照上述一般 
方法来求解，而是采取“分项组合”的办法，先把那些本身已构成全 
微分的项分出，再把剩下的项凑成全微分.这种方法要求熟记一些 
简单二元函数的全微分，如 

ydx + xd^ = d(xy) j 
ydx - xdy 一 」 x \ 

y 2 IW ’ 


- ydx + xdy ^ y 


T 


X 

ydx — xdy 


x 


d In 


ydx - xdy _ j 

rr~2 a 

jo + y 

ydx — xdy m 


x_ 

y 


> 


arc tan 


x 

y 


T 


In 


工一 ： y 

x + y 


(2.55) 


x ^ y 2 

现在试用这种方法求解下面例题. 

例2用“分项组合”的办法,求解例 1. 

解 把方程重新“分项组合”，得到 

3 x 2 dx + 4》 3 djy + 6*rjy 2 d 工十 ^x 2 y6y = 0, 

即 

dx 3 + djy 4 + 3jy 2 d:c 2 + 3jr 2 d^ 2 = 0, 

或者写成 

d(x 3 + y 4 + 3x 2 y 2 )=0. 

于是，方程的通解为 


这里 C 是任意常数. 
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jc 3 + jy 4 + 3 jt 2 y 2 — c ^ 



例 3 求解方程 (ccxs j: + 去 ) d«r ■( 士 - 乏 ) djy = 0. 

解 因为#= -4, #= -4,故方程是恰当微分方程.把 

d y y 3 工 y 
方程重新“分项组合”，得到 


即 


或者写成 


cos jrdx + —— d V + 

y 






ds — 卜^^0, 


d 



sin x 


+ In I y I + 




于是，方程的通解为 


sin jr + In I V I + — = c ， 

y 

这里 c 是任意常数. 


2.3.2 积分因子 


恰当微分方程可以通过积分求出它的通解.因此能否将一个 
非恰当微分方程化为恰当微分方程就有很大的意义.积分因子就 
是为了解决这个问题而引进的概念. 

如果存在连续可微的函数// = ^( 1 ，^)关 0 ，使得 
fi(x y y ) M(x y y)dx + fi(x y y ) N (x y y)dy = 0 
为一恰当微分方程，即存在函数 v , 使 


/jMdjc + juNdy^dv 9 (2.56) 

则称 p ( u ) 为方程 (2.42) 的积分因子. 

这时1；(1，3；)=^是（2.56)的通解，因而也就是（2.42)的通 
解. 

由 （2.55) 看到，同一方程 ycLr -; rd3 ； = 0 可以有不同的积分 
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因子 +’^1’；^；’；^47可以证明，只要方*程有解存在，则必有积 

分因子存在，并且不是唯一的.因此，在具体解题过程中，由于求出 
的积分因子不同从而通解可能具有不同的形式. 


即 


根据2.3.1，函数 p ( u ) 为 (2.42) 的积分因子的充要条件是 




^ X 


n (2 * 57) 

这是一个以 p 为未知函数的一阶线性偏微分方程.要想通过解方 
程 (2.57) 来求积分因子，从而得到方程 （2.42) 的解，在一般情况 
下，将比求解方程 (2.42) 本身更困难.但是，在若干特殊情形中，求 
(2.57) 的一个特解还是容易的，所以 （2.57) 也就提供了寻求特殊 
形式的积分因子的一个途径. 

例如，对于方程 (2.42), 如果存在只与: r 有关的积分因子^ = 

//(工），则# = 0，这时方程(2.57)变成 

N d E= /3M_3N\ 
dx \ By y ， 

即 


SM _3N 

d30 dx. (2.58) 

由此可知，方程 (2.42) 有只与： r 有关的积分因子的充要条件是 

3M _3N 

"~N dX = P ( x 〉， (2.59) 

这里 少 U ) 仪为 x 的函数.假如条件 （2.59) 成立，则裉据方程 
(2.58)，可以求得方程 (2.42) 的一个积分因子 

芦 = ^ u>d " . (2.60) 
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同样 ，（2.42) 有只与 ^ 有关的积分因子的充要条件是 


3M _dN 

d y ^ x 


— M 


= cpiy) , 


这里仅为 J 的函数.从而求得方程 (2.42) 的一个积分因子 


；/= J 心吣 . 

例 4 试用积分因子法解线性微分方程 (2.28). 
解 将 (2.28) 改写成 

[P( + Q(x) ]dx - djy = 0, 

这时 ， M = P (: r )： y + QU )， N = —1, 算得 


dM 

d y 

~7^J 


dN 


-P(x), 


( 2 . 61 ) 


因而，线性方程有只与： r 有关的积分 因子户 = e ^ P ( z 心.以 
li = e ' I p(j)dj 乘 (2.61) 得到 

P(x) e-\ PU) ^ydx~ e\ PU)djr dy+Q(x) e 十(表 dx =0, 

即 

yde\ PU)6 ^ + e-l P(x)dx dy-Q(jc) e] P (条 cU = 0, 

或者写成 

d(ye'l PU) ^) -Q(x) e\ PU) ^ dx = 0. 

因此， （2.61) 的通解为 

• ve 十⑴心 - I * Q( x )el PU)dx dx = c , 

或者改写为 

尸 JP(-)dx/f Q(x)e -|p (j )d， dx + c ) , 

%/ • 

这与前面得到的结果 （2.31) 完全一样.这里我们又得到一个解线 
性微分方程 (2.28) 的方法. 

积分因子一般是不容易求得的，我们可以先从求特殊形状的 
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积分因子（如只与 o : 或只与有关的积分因子）开始，或者通过观 
察法进行“分项组合”而求得积分因子.下面通过例子说明一些简 
单的积分因子的求法.运用积分因子解题，需要有一定的技巧，这 
就要多作练习，从中体会. 

例 5 求解方程裝二 ' y + V 1 + ( y ) 2 ( y >oh 

解方程可以改写为 


或 


xdx + ydy ~ \J X 2 + y 2 dx , 


去 d (« r 2 + ) = y / x 2 y 1 dj ： 


容易看出，此方程有积分因子^ = 


/ 


2 


，以^乘之得 


d ( x 2 + y 2 ) 

2 V j ： 2 ^ 


x ^ y 


dx , 


y 


故通解为 


V x 2 ^ y 2 = jc + c , 


或 


y 2 = c(c + 2 x ). 

例 6 求解方程 ydx + (y ^ x ) d ^ = 0 . 


解这里 M = y 、 N = y - x , 


dM _ dN 
9 dx 


1 ，方程不是恰 


当的 • 


SM dN 


方法 1 因为 々 二工 ，= -- 


-M 


- 一 只与有关，故方程有只与 ： y 


有关的积分因子 


58 - 


= e " 2h，3F[ = 



以乘方程两边，得到 


7 d " + 7 d ^ 


^ = 0 , 

: y 


或者写成 


ydx — xdy dy 


因而，通解为 


ln | 3^1 


方法2 将方程改写为 

ydx ~ jcdy = — ydy , 

由（2.55)知道，左端有积分因子"=^或/^ = ^ 

y 工 


2 


，但考虑到右 


端只与 y 有关，故取+为方程的积分因子，由此得到 


ydx — xdy _ 


7 办 


因此,通解为 


+ In 丨 y | = c. 


顺便指出，这里采用别的求解方法也是十分方便的.例如 
方法3 方程可以写为 

- y 

dx jc — y J 

这是齐次微分方程，令代人得到 

x 

du t u 

工 J ~ + M = I- y 

dx 1 _ M 


l — u , dj ： 
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因此，通解为 



U 


一 In I m | = In 丨 ：c | 一 c ， 


代回原来的变量，即得 


方法4 
微分方程 

同样解得 


— + In | j ; | — c . 

把: T 看作未知函数^看作自变量，方程变为线性 

dx x A 

_ 二 _— 1 

dy y 


王 + ln| y 丨 = c • 

y 

此外，易见 y = 0 也是原方程的解. 



1. 验证下列方程是恰当微分方程，并求出方程的解 •. 

( 1 ) ( J -2 + y)dx + (x - 2y)dy — 0; 

(2) (jy - 3:r 2 )d:r - （4 夕一： r)dy = 0; 


(3) 


: y 


. (x - i 


dx 


:r 


.y (x - y) 


dy = 0 


(4) 2(3jry 2 + 2x 3 4 5 6 )d:r + 3(2 jt 2 y y 2 )d^y — 0 



2. 求下列方程 的解: 


2 + 1 

X 


dx + 




djy = 0 - 


(1) 2 x ( jye ^ — 1 )dx + e l djy = 0; 

(2) ( e ^ + 3 y 2 )dx + 2 a:ydy = 0; 

(3) 2 xydx + ( x 2 + 1 )dy - 0; 

(4) ydx — xdy = ( x 2 + y 2 )dx ; 

(5) ydx ^ (x + y 3 ) d>f = 0; 

(6) (y ^ l ^ xy)dx + xdy = 0; 
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(7) (.y - jr 2 ) d ^ - xdy = 0; 

(8) (jt + 2 y)dx + xd ^ = 0; 

(9) [ jtcos(jt + ： y 〉 + sin (jt + y ) ]dx + : rcos(:r + y)dy = 0; 

(10) (yeas x - jrsin jt) dx + (jysin x + xcos Jc)dy = 0; 

(11) x (4 ydx + 2 xdy ) + (3 ydx + 5 xdy ) = 0. 

3. 试导出方程 , jy)djy = 0 分别具有形为 //( j : + : y ) 和 
//(•^)的积分因子的充要条件. 

4. 设 / Ud ) 及 g 连续，试证方程 d ： y _/(: r ,： y)dx = 0 为线性微分方程 

的充要条件是它有仅依赖于 ： r 的积分因子. 

5. 试证齐次微分方程 MU ，： y ) cLr + ]>/(^)办= 0当 ： rM +： yiV 关0时 


有积分因子厂 

6. 设函数 /( M ), gU ) 连续、可微且 /(«)^ gU ), 试证方程 

yf ( xy)dx + xg ( xy)dy = 0 
有积分因子= ( xy [ f ( xy ) - g ( xy )])" 1 . 

7. 假设方程 (2.42) 中的函数 MU ,3；), NU ，： y ) 满足关系 


9 M 

d y 


9 N 

^ x 


= N / U ) — Mg (: y ), 


其中 / U ), g (« y ) 分别为 I 和 y 的连续函数，试证方程 （2.42) 有积分因子 






exp (J/(x)d.r + j^( ： y)d：y ). 

8. 求出伯努利微分方程的积分因子. 


9. 设 / i ( x ,： y ) 是方程 (2.42) 的积分因子，从而求得可微函数 Uix . y ). 
使得 dU = + Ndy ). 试证 / Ku ) 也是方程 （2. 42〉的积分因子的充 

要条件是 〆 :其中 9 um t 的可微 函数. 


此设… 是方程 (2 .■两个积分因子，且#常数， 


求证 & = c (任意常数）是方程 (2.42) 的通解. 

1 1 2 

11. 假设第5题中微分方程还是恰当的，试证它的通解可表为 
jcM{jc , y ) + yN(jc y y ) = c(c 为任意常数）. 
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§2.4 —阶隐式微分方程与参数表示 

一阶隐式微分方程的一般形式可表示为 

F(JT ,>；，：/) =0, 

如果能从此方程中解出导数 y ，其表达式为/ = /(：r，y), 则可依 
/(1，30的具体形状如何而选择 §2.1 〜 §2.3 所介绍的某一方法 
进行求解.但如果难以从方程中解出或即使解出而其表达 
式相当复杂的情况下，则宜采用引进参数的办法使之变为导数已 
解出的方程类型，这正是本节讨论的主要思想.这里主要介绍以下 
四种 类型： 

⑴尸 /(:，：/); ( 2 ) jc = 

(3) F (: r，y )=0; (4) F{y,y) =0. 

2.4.1 可以解出： y (或 jc ) 的方程 

1. 首先讨论形如 


: v = / 工， 


dx 


(2.62) 


的方程的解法，这里假设函数 /(工，私 j 有连续的偏导数 


dx 


引进参数_ = />，则（2.62)变为 

y = f(x,p) 

将 (2.63) 两边对： c 求导数，并以 g = p 代人，得到 

3 工 d p dx 


(2.63) 


(2.64) 


方程 (2.64) 是关于 x，p 的一阶微分方程，但它的导数已解出.于 
是我们可按 §2.1 〜 §2.3 的方法求出它的解. 

若已求得 (2.64) 的通解的形式为 
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P — < p ( x , c ), 

将它代人 (2.63), 得到 

y = f ( x ，< p ( x ， c ))， 

这就是 (2.62) 的通解. 

若求得 (2.64) 的通解的形式为 

x — p ， c ) ， 

则得到 （2.62) 的参数形式的通解为 

x = ip(p,c) 9 

y = f 、 屮、 P ， c 、， P 、， 
其中是参数 ， c 是任意常数. 

若求得 (2.64) 的通解的形式为 

0(x ,p f c) = 0 ， 

则得到 （2.62) 的参数形式的通解 

0(x , /> ,c) =0, 
y = f ( jc , p ) 9 

其中/>是参数， c 为任意常数. 

例1求方程(裝)、 2 工裝-尸0的解. 

解 解出 、 v ， 并令€ = ，得到 

尸 /> 3 + 2 xp 、 

两边对 t 求导数，得到 


即 


㈣ 堂”工莛 


4 2/>, 


3/> 2 d/> + 2xd p + pdx = 0. 
当户关0时，上式乘以 /) 得到 

3p 3 dp + 2xpdp + p 2 dx = 0, 
积分之，注意到中间一项为 id〆 ， 得到 


(2-65) 
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手 + X〆=C 


解出 X ， 得到 


C 一了 P 


4 


X 


p 


2 » 


将它代人 (2.65), 即得 


2 \ c — 


y= P 


3 




P 


因此，得到方程的参数形式的通解 


X 


C 


< 


y 


7 

2c 

y 



2 





3 


当/ > = 0 时，由 （2.65) 直接推知 y 


例2求方程 y 


dx 


2 


X 


X 


— 

di 1 T 


o 也是方程的解 

2 


的解. 


解令^ = 〆 得到 


y= p 2 ~ + 


两边对 i 求导数，得到 




或 


⑽ — 小 2 々 - J)=0 . 


从莛一 1=0 解得 


p = X + C ， 

并将它代入 (2.66) 得到方程的通解 


(2-66) 
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又从 2/) — o : = 0 解得 


(2-67) 


x 

” 2 , 

以此代人 (2.66) 又得方程的一个解 

尸孕. (2.68) 

注意此解与通解 （2.67) 中的每一条积分曲线均相切（见图 （2.6)), 



图 (2.6) 

这样的解我们称之为 奇解. 在下一章将给出奇解的确切含义. 

2. 形如 

工= / ■卜， g ) (2.69) 

的方程的求解方法与方程 （2.62) 的求解方法完全类似.这里假定 
函数 /( hg ) 有连续偏导数. 

引进参数^ = />，则（2.69)变为 

x = f { y , p ) , (2.70) 

将 ( 2 .70) 两边对 3 /求导数，然后以# = * 4 代入，得到 

dy p 
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1 _3f df dp 

«bwhh^m 

P d y d P dy 


(2.71) 


方程 (2.71)是关于7,/> 的一阶微分方程，但它的导数#已解出, 

d_y 

于是可按 §2.1 〜 §2.3 的办法去求解.设求得通解为 

^>( y , p 9 c ) =0, 

则得 (2.69) 的通解为 

工= f ( y ， P ) ， 

^>( y , p , c )=0. 

例3求解例1中的方程 +2 x ^- y ^ O . 

解 解出 X, 并以 €=/) 代人，得到 


对 y 求导数，得到 


- y ~ 

2p 


， />7^0 , 


(2-72) 


或 



积分之，即有 
因而 

代入 (2. 72)，求得 


pdy + yd p + 2/> 3 d/> = 0 


2yp + 〆= c ， 




x 


_ £ 2 ^~ /> 3 _ c - 3/> 4 

1 ■■ ■■ w 


2p 


4/> 


所以，方程的通解为 
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3 


2 


< 


47't^ ， 


3 P 判 . 

_ c p 3 

此外，还有解 y = 这和例 1 所得结果完全一样（这里的任意 
常数(:换成 4 c ). 

2.4.2 不显含或 jt ) 的方程 


3. 现在讨论形如 


F(x,y / )=0 


(2.73) 


的方程的解法. 




记/> = = •从几何的观点看， jF ( x,/0 =0代表 Or /) 平 


面上的一条曲线.设把这曲线表为适当的参数形式 

x= (pit). 


(2.74) 


P = <fi(t ) 3 

这里 f 为参数.再注意到，沿方程 （2.73) 的任何一条积分曲线上, 
恒满足基本关系 = 

dy= ip{t)(p' (t)dt y 

两边积分，得到 


y 




于是得到方程 (2.73) 的参数形式的通解为 

X = (p{t) y 


< 


y 




c 


为任意常数 


例 4 求解方程 jc 3 + y 3 _ 3« r / = 0 f 这里/ = 


解 令 / = p = rx ， 则由方程得 
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3 t 


+ r 


从而 


P 


3 t 


+ 广 


于是 


积分之，得到 


y 


(1 + r 3 ) 3 
因此，方程的通解表成参数形式 

3 t 




9(1 -2 f 3 )， 2 」— 3 l + 4 t 

-Qt ~ 


2 (1 + r 3 ) 2 




1 + 7 ’ 

3 1 + 4 t 


y ~2 rrrpyf". 

4. 形如 

F(3N ： y’）= 0 

的方程，其求解方法同方程 (2.73) 的求解方法类似. 

记/> = /，引入参数/，将方程表为适当的参数形式 

尸史⑴， 

/> = 0(0， 

由关系式— pdx 得 〆 （ f)ck = 0( f ) dx , 由此得 

. _/(0 , 
djc - ^ UT dt ， 

供 d 


于是 






JUT 

<p(t) 


dt + 


c , 
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(2.75) 



为方程的参数形式的通解，其中 C 为任意常数. 

此外，不难验证，若 F ( y y O ) = 0有实根 y = 々，则 y = k 也是 
方程的解. 

例5求解方程 jy 2 ( 1 — = (2 — V) 2 . 

解令2 _/ = 乂，则与原微分方程消去/后，有 

y 2 (yt - I) = y 2 1 2 , 

由此得 


并且 


y t 2 , 

这是原微分方程的参数形式.因此 


积分之，得到 




于是求得方程的参数形式的通解为 



尸了 十，, 


或者消去参数 f 得 

尸工+ 土 _c ’ 

其中 c 为任意常数. 

此外，当/=0时原方程变为 v 2 =4,于是 _ y = ±2也是方程 
的解. 



1. 求解下列 方程: 
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(1) xy ，3 = 1 + y; 

(2) : y’ 3 - Jr 3 (1 - _/) = 0; 

(3) y = y /2 e y ; 

(4) >>( 1 + y 2 ) = 2a(a 为常数）； 

(5) x 1 + > 2 = 1; 

( 6 ) y 2 {y f - 1 ) = (2 - y) 2 . 

本臟字刃 ae 

在这一章里，我们讨论了一阶方程 

F ( a :, y f y / ) = 0 

的若干类型的初等解法，归纳起来就是： 

1. 若方程能就 y 解出，即方程取形式 

》=/(工，30 或 M(x N(x = 0 

时方程的求解问题.在 §2.1 〜 §2.3 里，我们主要介绍了五种类 
型的方程（变量分离方程、齐次微分方程、线性微分方程、伯努利微 
分方程及恰当微分方程）的初等解法.实际上作为基础的不外是变 
量分离方程和恰当微分方程，其他类型的方程均可借助变量变换 
或积分因子化为这两种类型，这可简略地表示如图 （2.7). 

2. 若方程不能解出 y , 则把： r 看作是 y 的函数，再看是否能 
解出： r '， 成为方程/ = /(^)可类似1求解. 

3. 对于不能显性表示为 

y = /( 工，: y ) 或 = f(x y y ) 

或 M(x , y)dx + N ( j : y y)dy = 0 
的方程，可分为 两类： 

(1) 若方程能就^(或： r ) 解出 

_y = /( j ：， y ) (或 X - f(y , y )) , 

则令/ = (或： r ' = />) ，把问题化为求解关于户与 * r (或30之间 

的一阶方程 
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图 （ 2.7) 


户 =/! ( 工，户）+ /;(工，/>)裝 (2.64) 

(或 | = /^ (： y ’ p ) + 5 (： y ’/>)^) ’ (2.71) 

若按 §2.1 〜 §2.3 的办法求得方程 （2.64)( 或 （2.71)) 的通解为 

少 （ j :，/)， c )=0 ( 或 <P(y,p f c)=0) t 

则它与）= /(•!■，/?)(或 ：r = /(： y ,/0) — 起构成原方程的通解的参 
数形式（见 2.4.1). 

(2) 若方程不能就 y,.r 或： y 解出，对于形如 

F (« r ，/) = 0 或 F ( y 9 y )=0 

的方程，可按 2.4.2 介绍的方法处 理：引 入参数 r ， 将方程表示为 
参数形式，再注意到关系式 d 3； = / d ： r ， 就将问题转化为求解关于 

^(或 x ) 与 f 的一阶方程，且其 导数# (或已表示为《的已知 

函数，最后的工作就是求积分的问题. 
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熟悉各种类型方程的解法，正确而又敏捷地判断一个给定的 
方程属于何种类型，从而按照所介绍的方法进行求解，这自然是最 
基本的要求.但仅仅能做到这一点还不够，因为我们所遇到的方程 
未必都恰好是本章所介绍过的方程类型，因此还要求注意学习解 
题的技巧，从中总结经验，培养自己的机智和灵活性；还有一点也 
很重要，就是要善于根据方程的特点，引进适当的变换，将方程化 
为能求解的新类型，从而求解. 

最后，我们要强调 指出： 能有初等解法的微分方程是很有限 
的，例如形式上很简单的里卡蒂 （ Riccati ) 方程 

P(jc)y 2 ^ Q(x)y+ R(x) 

一般就没有初等解法（当然，若我们有办法找到方程的一个特解 
5 K ： t )， 则经变换 y = z -^ y 后，方程就变为伯努利方程，因而可 
解）.这一事实为法国数学家刘维尔 （ Liouville ) 在 1841 年所证明， 
这就促使人们寻求别的方法来研究微分方程的问题. 

一阶微分方程的求解有众多方法，技巧性很强，想进一步详细 
了解可参考《常微分方程手册 y iQ] . 



1. 求下列方程 的解： 

( 1 ) jysin x + cos x — 1 

ax 

(2) ydx - xdy = jt 2 jyd^; 


(3) ^ = 4e' y sin x-1 



_ y 
x - y/ xy 


(5) ( joyey + y 2 )dx - x 2 dy — 0; 

(6) (xy+ 1 )ydx - xdy = 0; 

(7) (2:r + 2jy - l)dx + (:r + 3 ； - 2)d_y = 0; 
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(8) 

(9) 


^ y ,y\ 

石_7 + 7 ， 

= 3.y + x - 2; 


(10) JT 



(ID 


dy 一 x - ：y + 1 • 
dx x + y 2 + 3 ' 


(⑵ e >(g + l 

(13) ( j 2 + y 2 )dx - 2xydy 


0 


(14) 


dx 


jr + jy + 1; 


(15) 




(16) U + l)g + l = 2e' v ; 

( 17 ) (x - y 2 )dx + y( \ + x)dy = 0; 

(18) Ax 2 y 2 dx ^ 2 (jt 3 3 ； - Ddy = 0; 

( 19 ) x(^) -2y(^)+4x = 0; 

⑽/ [ i -( 裝 n =" 

(21) ( 1 + e > )dx + ey — jdjy ^ O ; 

(22) + #^ d ^ = 0； 

y y 

(23) ydx - (1 + x + 3 ^ 2 )dy = 0; 

(24) [^ jt (x 2 + ,y 2 ) ]dx - xdy - 0; 

(25) ^ + -.r = 0; 

(26) ^2jry + jr 2 >» + ^djr + (x 2 ^ y 1 )dy = 0; 


(28) j: 裝 -：y = ZarW - :c 2 ) ( 提示:令 jt 2 



(29) ^ = e x> ; 

QJ ： x 

- 4 x 3 -2 xy +2 x • 

(30) dl ■ 377^67^37* 

(31) y 2 (xdx + ydy ) + x(ydx — ^ d ^;) = 0 
(提示••令 ： r = pcos 6 ,y = psin 6); 

(32) ^ + i " + = Q (提示：令 《 = : + ： y，p = a ). 

2. 求一曲线，使其切线在纵轴上之截距等于切点的横坐标. 

3. 摩托艇以5 m / s 的速度在静水上运动，全速时停止了发动机，过了 
20 s 后，艇的速度减至=3 m / s . 确定发动机停止2 min 后艇的速度.假定 
水的阻力与艇的运动速度成正比例. 

4. 一质量为 m 的质点作直线运动，从速度等于零的时刻起，有一个和 
时间成正比（比例系数为々，）的力作用在它上面.此外质点又受到介质的阻 
力，这阻力和速度成正比（比例系数为 h ). 试求此质点的速度与时间的关 
系. 

5. 证 明：如 果已知里卡蒂微分方程的一个特解，则可用初等解法求得它 
的通解.并求解下列 方程： 

(1) ye~ x + y 2 ~2 yc x = 1 - e 2j ; 

(2) y ^ y 2 ^ 2 jysin x = cos x ^ sin 2 x ; 

(3) x 2 y ' = x 2 y 2 ^ xy ^ \ \ 

(4) 4 x 2 ( y-y )-1; 

(5) jt 2 + >» 2 ) = 2; 

(6) jo 2 y r + {xy ^2) 2 = 0; 

(7) y " = (x - l ) y 2 + ( l -2 x)y + x - 


74 



第三養 


一 阶微分方程的解的存在定理 


在第二章里，我们介绍了能用初等解法的一阶微分方程的若 
干类型，但同时指出，大量的一阶微分方程一般是不能用初等解法 
求出它的通解的，而实际问题中所需要的往往是要求满足某种初 
值条件的解（包括数值形式的数值解）.因此，对初值问题（又称为 
柯西问题）的研究被提到了重要的地位.自然要问.•初值问题的解 
是否存在？如果存在是否唯一呢？ 

容易举出解存在而不唯一的例子.例如方程 




过点(0,0)的解就是不唯一的.事实上，易知3^ = 0是方程的过点 
(0,0) 的解.此外，容易验证 ，: y = o : 2 或更一般地，函数 


f0, , 

^ [( JT — c ) 2 , C < 

都是方程的过点 （0,0) 而定义于区间 0< X <1 上的解，这里 C 是 
满足 0< c < l 的任一数. 


本章介绍的存在唯一性定理圆满地回答了上面提出的问题， 
它明确地肯定了方程的解在一定条件下的存在性和唯一性，它是 
常微分方程理论中最基本的定理，有其重大的理论意义.另一方 
面，由于能求得精确解的微分方程为数不多，微分方程的近似解法 
(包括数值解法）具有十分重要的实际意义，而解的存在和唯一又 
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是进行近似计算的前提.因为如果解根本不存在，却要去近似地求 
它，问题本身是没有意 义的； 如果有解存在而不唯一，由于不知道 
要确定是哪一个解，却要去近似地确定它，问题也是不明确的.解 
的存在唯一性定理保证了所要求的解的存在和唯一，因此它也是 
近似求解法的前提和理论基础.此外，我们将看到在定理的证明过 
程中还具体地提供了求近似解的途径，这就更增添了存在唯一性 
定理的实用意义. 

由于种种条件的限制，实际测出的初始数据往往是不精确的， 
它只能近似地反映初始状态.因此我们以它作为初值条件所得到 
的解是否能用作真正的解呢？这就产生了解对初值的连续依赖性 
问题，即当初值微小变动时，方程的解的变化是否也是很小呢？如 
果不然的话，这样所求得的解就失去实用的意义，因它可能与实际 
情况产生很大的误差.即使给出的初值问题能满足解的存在唯一 
性条件及相关性质，但往往很难或不能求得精确的解析解，又能否 
求出其数值形式的数值解？ 

本章重点介绍和证明一阶微分方程的解的存在唯一性定理， 
并叙述解的一些一般性质，如解的延拓、解对初值的连续性和可微 
性等.此外，还引进奇解的概念及介绍求奇解的两个方法，并介绍 
两个最常用且最基础的数值解法. 

§3.1 解的存在唯一性定理与逐步逼近法 

3.1.1 存在唯一性定理 

1. 首先考虑导数已解出的一阶微分方程 

€ = /( 工 ,30, (3.1) 

这里 / U ,3；) 是在矩形域 

R:\x-xq y\y~ y 0 \^b ( 3 . 2 ) 
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上的连续函数. 

函数 /( u ) 称为在 R 上关于 y 满足利 普希茨 （ Lipschitz ) 条 
件， 如果存在常数 L >0, 使得不等式 

1/( j：，：^ ) - /(jr 、 V 2 XL 1% - y 2 I 

对于所有都成立， L 称为利 普希茨常数. 

定理1 如果 /(^ o ) 在矩形域 R 上连续且关于^满足利 
普希茨条件,则方程 （3.1) 存在唯一的解定义于区间 
I j ： - or 。 上，连续且满足初值条件 


这里 /i = min ( a 




) 


(p(jOo) = ^yo y 

^ M = (^ x J /(x ^ )L 


(3.3) 


我们采用皮卡 （ Picard ) 的逐步逼近法来证明这个定理.为丫 
简单起见，只就区间 x 0 ^： x ^： x 0 + h 进行讨论，对于 JC Q - 
♦ r 。 的讨论完全一样. 


现在先简单叙述一下运用逐步逼近法证明定理的主要思想. 
首先证明求微分方程的初值问题的解等价于求积分方程 


y- yo^ f(x,y)dx , 

Jx 0 

的连续解，再证明积分方程的解的存在唯一性. 

任取--个连续函数％(工）代入上面积分方程右端的 3 N 就得 
到函数 


<Pi(x) = y 0 ^ f(x ,<p 0 (x))dx 9 

Jx 0 

显然 9 i ( i ) 也是连续函数.如果化卜卜外卜），那么 wU ) 就是 
积分方程的解.否则，我们又把& T ) 代人积分方程右端的 _ y , 
得到 


^2 ( ^ ) ~ + fix (jr))d:r. 

J I 。 

如果(: r ) = R U ), 那么 ( x ) 就是积分方程的解.否则，我们 


參 
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继续这个步骤 .一 般地作函数 

^-r 

< Pn (^) = yo ^ f ( x ,( p n . l ( x )) dx , (3.4) 

Jx o 

这样就得到连续函数序列 

90 ( 工 ） ， 妒 1 ( I ) ，…， 9 ” （ I ) ,… 

如果 ％ + 1 ( i ) = % (: c )， 那么％ r ) 就是积分方程的解.如果始终 
不发生这种情况，我们可以证明上面的函数序列有一个极限函数 
史⑴，即 

lim <p„(x) = (p{x) 

n~^°° 

存在，因而对 (3.4) 取极限时，就得到 

•X 

\im(p n (x) = y 0 + lim fix , (p n ^ l (x))dx 
n ~^ C ° 

= yo^ Vm\f(x f <p n ^i(x))dx 

”一 °° 

= yo + f(x y (p{x))dx y 

J :0 

即 


(p{x) = 3^0 ^ fix y(p(x))dx y 

Jx o 

这就是说， p ( j :) 是积分方程的解.这种一步一步地求出方程的解 
的方法就称为逐步 通近法 .由 （3.4) 确定的函数 ％(: r ) 称为初值 

问题 (3.1),(3.3) 的第次 近似解 .在定理的假设条件下，以上的 
步骤是可以实现的.下面我们分五个命题来证明定理. 

命题 1 设: y= 〆 •!：） 是方程 (3.1) 的定义于区间 x 0 <x<x 0 
+ h 上，满足初值条件 

^(•^0 ) = 3^0 (3.3) 

的解，则 7=^(1) 是积分方程 

■•x 

尸 : y。 + /(x ,^)dx,x 0 ^x^x 0 + h (3.5) 

Jx o 
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的定义于 x 0 < x <： x 0 ^ h 上的连续解.反之亦然. 
证明因为 y =^ U ) 是方程 (3.1) 的解，故有 

d(p(x) 


dx 

两边从 A 到： r 取定积分得到 


/( JC ， 9( 工 ）） ， 


(p{x) - cp(x 0 ) 


把 (3.3) 代入上式，即有 


f(x ,<p(x))dx , + h , 


( p ( j ^) - y 0 


f(x , <p(x))dx , jr 0 ^jr^jc 0 + h , 


J o 


因此是 (3.5) 的定义于 x 0 < x < x ^ h 上的连续解. 
反之，如果5=9(工）是(3.5)的连续解,则有 


<p(x) = y 0 


fix f < p ( x))dx 9 x 0 ^ jc ^： x 0 + h , (3.6) 


微分之，得到 


f { 工， (p(x)) y 


d(p(x) 
djr 

又把 : r = x 。代入 (3.6), 得到 

<p{x 0 ) — y Q % 

因此 ，3^= p ( x ) 是方程 （3.1) 的定义于 x Q < xKx ,^ h 上，且满足 
初值条件 (3.3) 的解.命题1证毕. 

现在取％(: c ) = %,构造皮卡逐步逼近函数序列 如下： 

(^ o (^) = : y 0 , 

•JT 

^p rt (x ) — jyo + f( ^ y <p n -i (f))d 芒， x 0 x ^ x 0 ^ h 


命题 2 对于所有的 《，（3.7) 中 
h 上有定义、连续且满足不等式 


(n = 1,2, …）. 

(3.7) 

数 <p„(x ) 在 Xq^X^Xq + 


79 



I (x) - jy 0 1^6 - (3.8) 


证明当 n — \ 时 ，&(:*:) 


: Vo 


/ ( 6 ， ： y。）df •显然 


x o 


% ( JC ) 在 X 0 ^ JC ^ X 0 + /! 上有定义、连续且有 


I ^1 (^) _ 3^o I 


/( f ，： y 0 )df 


^ l/(f ，： y 。） Id? 


^M(x — x 0 )^ Mh^b , 

即命题 2 当 n = l 时成立.现在我们用数学归纳法证明对于任何 
正整数 n ， 命题2都成立.为此，设命题2当《 =々时成立，也即 
外（工）在+ A 上有定义、连续且满足不等式 


这时, 


\ < Pk (^) ~ yo \^b 9 


<Pt + \( x ) = y 0 + /( f ,^( f )) d $. 

J :0 

由假设，命题 2 当 n — k 时成立，知道 ％ + i (: r ) 在 jc 0 ^ j :^ x 0 + h 
上有定义、连续且有 

I + ~ y 0 1< l/(f , 外 （ f)) Idf 

Jx o 

^ Af ( x — x Q ) ^ Mh ^ b , 

即命题 2 当 n = k + l 时也成立.由数学归纳法得知命题 2 对于所 
有 n 均成立.命题2证毕. 

命题3函数序列 |%(: c )| 在 o ： Q < x < : r Q + A 上是一致收敛 
的. 

证明我们考虑级数 

oo 

( p G { x ) + V ) ~ jJOo ^ x ^ Xq + h , (3.9) 

* = i 


它的部分和为 
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<Po ( 工 ）+ l^ k (jc) - <p k ^i(x)] = <p n (^) ^ 

k - l 

因此，要证明函数序列(: r ) 丨在上一致收敛，只 
须证明级数 (3.9) 在 x 0 ^ x < j ： 0 ^ h 上一致收敛.为此，我们进行 
如下的估计，由 （3.7) 有 


及 


\ <p { (x) ~ (p Q (jo)\^ l/(6,9o(f))ldf^M(x - x 0 ) 

J J ：。 

(3.10) 


I 史 2( 工） - 史 1 ( 工 X l/(f , 史 1(f)) —/(f,p0(f))U6 


利用利普希茨条件及 (3.10), 得到 


% x 

I (Plix) ~ cp x {x) \ ^L 


I <Pi(0 - <Pq(?) Id? 


<L 


•X 


ML 


M( ^ - X 0 )df = -yj-( J ： - x 0 ) 2 


设对于正整数〃，不等式 




MU 

~~n\ 


(x - x 0 ) n 


成立，则由利普希茨条件，当尤。<0：<:^ + /1时，有 


•X 


<p n ， i(x) - ^p n (x)|< l/(f ，％ (f)) - /(f, (f ))1 df 


o 


<L 


•a: 


I ⑴一 < P n -\(^) 


x 


0 




ML n 


n 


'X 


x 0 


ML 


n 


(f ~ x 0 ) w d $ 


(x - x 0 ) n 


U + l)! 

于是，由数学归纳法得知，对于所有的正整数 l 有如下的 估计: 
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I (Pk ( 工 ) 


CD. 




ML k 


y 


从而可知，当 X 0 ^： X ^： X Q + / l 时 

\( p k ( jo )- 外 -!( 工 ）I < 

(3.12) 的右端是正项收敛级数 • 




(3.11) 

(3.12) 


S MLH J ； 

1 K • 

的一般项.由魏尔斯特拉斯 （ Weierstrass ) 判别法（简称魏氏判別 


法），级数 (3.9) 在上一致收敛，因而序列 1% U )1 
也在 A 上一致收敛.命题3证毕. 


现设 

lim ( p n { x )- ( p { x ) , 

” 一 QO 

则 p ( JT ) 也在 X 0 ^： X ^ X 0 + h 上连续，且由（ 3 . 8 )又可知 

I (p(jc) ~ 3^0 

命题4 9(工）是积分方程 （3.5) 的定义于 A 上 
的连续解. 

证明由利普希茨条件 

\ f(x f < p „( x )) - f(x , < p ( x ))\^ L \ < p „( x ) - < p { x )\ 

以及 I(:r ) I 在 a ' 0 ^ x ^ x 0 + h 上一致收敛于 〆 jc ), 即知序列 
I f { xy < p n { x))\^L Xq ^ x ^ Xq + ^ Jl —致收敛于 f { xj ( p { x )). H 
而，对 (3.7) 两边取极限，得到 


lim 沪 "( jc ) =夕0 + lim 

« oo n oo 


/(f 备 “fWdf 


一 ： Vo 


lini f ($ y < p n - i (^)) d ^ 

n ^oo 


即 
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( p ( x ) = y Q 


/(?, 屮 （ f))dl 


0 


这就是说 ， P ( X ) 是积分方程 （3.5) 的定义于 x 0 < x < x 0 + / I 上的 
连续解.命题4证毕. 

命题5设 0 U ) 是积分方程 （3.5) 的定义于 + h 
上的另 一 个连续解，则 ( p ( x )= 0( x )( jr 0 ^ x ^ x 0 + h ). 

证明我们证明 0 U ) 也是序列 l % U ) 丨的一 致收敛极限函 
数.为此，从 

< Po ( jo ) = yoy 

(p n {x)-y 0 -^ /(f ( w>l), 

J X。 

0(jc) = jy 0 + /(f ， p(6))d$, 

Jx 0 

可以进行如下的估计 

I 9 ? 0 ( x ) - ^>( x ) I ^ 1/( 0( f )) td $^ M(jc - x 0 ) * 

J J 0 

I < p x ( x ) - ^( x )|< l /( f ，％(?) )-/($，0( f )) Id ? 

I 9o(f) ~ 0(f) Idf 


0 


<ML 


( 6 - x 0 )df = j ： - x 0 ) 2 


现设 I < p n . l ( x ) - ip ( x ) I ^ 


ML 


«-1 


(JC - X 。 V ，则有 


\<pAx)-^(x)\< i/(e,^.,(6))-/(e,0(f))idf 


0 


I (p n ^ x ( 6) - 0(6) |d 彡 


0 


ML 


n rx 


0 


(^ - x 0 ) w d ^ 
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当 A <0 时，显然有 o ,7(0- M ) (当+ 因而方 
程的零解是渐近稳定的.又由 （6.43) 知，当 A = 0时，6轴左、右半 
轴本身也是轨线，而当 A 关0时，由于 

= __^_—— ►()( 当 , 

07 ) At + B ^ ’， 

且当时，？ G )=0, 可知轨线越过 t ; 轴而切 $ 轴于原点，如 

图 （6.6 a ) 所示.所有轨线毫无例外地沿同一个方向 （ f 轴）趋于奇 
点，其附近轨线具有这种性态的奇点称为退化结点.在些情形，奇 
点是稳定的，因此更称为稳定退化结点. 

假若 A >0,这时只要将 ^—+oo 改为 -00, 则前面讨论仍 
然有效.轨线性态如图 （6.6 b ) 所示，奇点是不稳定退化结点. 





⑻ ; l<o 



(b)A>0 

图 (6.6) 退化结点 


h 



⑻ 



(2) b 


其解为 


0,这时方程组 (6.36) 取形式 

S = Ax ， ^ = A3； ， A = a 


d ， 


( t ) = Ae x \ y ( t ) = Be Xt f 


于是 
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时，积分曲线上的点（: r ， 以: r )) 的纵坐标满足不等式 

\ ( p ( x ) ~ < p ( x 0 ) \ = \ < p ( x ) ~ y 0 \^M \ x - x 0 \^： b . 

也就是说，积分曲线弧夹在域仏丹^及 BPC 的内部，当然，也就 
不超出矩形命题2中所有函数^ = %(工）都可在 
x 0 < x < x 0 + / i 上确定，它的图形都夹在域 BPC 的内部，自然，它 
的极限图形即积分曲线3；= 9(1) 也不超出域 BPC 的范围. 

附注2由于利普希茨条件比较难于检验，常用 /( u ) 在尺 

上有对^的连续偏导数来代替.事实上，如果在尺上^存在且连 

d y 

续，则^在 K 上有界.设在尺上 g < L 这时 

d y 

I r( ^ 、/ Y 、| 一 a /( 工， : V2 + 沒（％ — A)) I I 

\ jyx , y x ) - f { x , y 2 )\ - - - - I ^1 ~ 3^2 I 

d y 

I y x - ‘ v 2 I ， 

这里尺，0<0<1.但反过来满足利普希茨条件 

的函数 /( U ) 不一定有偏导数存在.例如，函数 /( x , y )= bl 在 
任何区域都满足利普希茨条件,但它在 y = 0 处没有导数. 

附注3设方程 （3.1) 是线性的，即方程为 

^ - P ( x)y + Q ( x ) , (2.28) 

那么容易知道，当 P ( J ：), Q (: r ) 在区间 [ a , 冽上为连续时，定理1 
的条件就能满足. 

不仅如此，这时由任一初值（: r。，％)，A G [ a ，/?] 所确定的解 
在整个区间 [ a , 上都有定义. 

事实上，对于一般方程 （3.1), 由初值所确定的解只能定义在 
|1-^|</ ? 上，这是因为在构造逐步逼近函数序列丨％( >2 0丨时，要 
求它不越出原来的矩形区域尺.而现在，右端函数对 y 没有任何限 
制，为了证明我们的结论，譬如取 iVf = max 丨尸（《 2 ：) 3 ^ + 0 (： 1 ：)丨，而 

逐字重复定理的证明过程，即可证由 （3.7) 所作出的函数序列 
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I % ( X ) 丨在整个区间 U , ⑺上都有定义和一致收敛 .、 

2 . 现在考虑一阶隐方程 

F ( x f y 9 y / ) = {) 9 (3.15) 

根据隐函数存在定理，若于的某一领域内 F 连续且 


汽^,%，/。）=0,而 g 关0,则必可把/唯一地表为 . r , y 的函数 

y ' = fix y y ) , (3.16) 

并且于 U Q ，&) 的某一邻域内连续，且满足 


jy 0 = /(^0，: yo)• 

更进一步，如果 F 关于所有变元存在连续偏导数，则 f { oc ， y ) 
对： T , y 也存在连续偏导数，并且 



显然它是有界的•于是依定理1，方程 （3.16) 满足初始条件 ^ v ( x 0 ) 
的解存在且唯一，即方程 （3.15) 的过点 （《 r Q ,^) 且切线斜率 
为乂的积分曲线存在且唯一吖这样便得到下面的定理. 

定理2 如果在点 （ j ：。， jy 。，：/ Q 〉的某一邻域中， 

1 °厂(工，^，/)对所有变元（^，/)连续，且存在连续偏导 
数； 


2 。 F ( x 0 ，: y 0 ，： y ’ 0 ) =0; 

3 。 ( 土 A ) 判， 

d y 

则方程 (3.15) 存在唯一解 

: y = j ^ jc ) ， I 工- X 。 | ( h 为足够小的正数) 

瓤 

满足初值条件 


①这里关于解的存在唯一性是这样理 解的： 对任意给定的一组值 
尸(1 0 ,外，/ 0 )=0,方程（3.15)的沿已给方向通过点（岣，外〉的积分曲线有且只有 
—条. 
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y(joo)- yo^ /( 工 o) = :/o. 


( 3 . 18 ) 


3.1.2 近似计算和误差估计 


存在唯一性定理不仅肯定了解的存在唯一性，并且在证明中 
所采用的逐步逼近法在实用上也是求方程近似解的一种方法.在 
估计式 （3.14) 中令 0U) = yU ), 我们就得到第 n 次近似解 
p „( JT) 和真正解 p(：C ) 在区间 | JT - O：o 丨内的误差估计式 


ML 


71 


(3.19) 


这样，我们在进行近似计算时，可以根据误差的要求，选取适当的 
逐步逼近函数 cp n { x ). 


例 


方程 g 


2 


: y 2 定义在矩形域尺： — 1^ jt ^I ，- 1^ 


^<1上，试利用存在唯一性定理确定经过点 （0,0) 的解的存在区 
间，并求在此区间上与真正解的误差不超过 （).05 的近似解的表 
达式. 

解这里 M = ^ max^ \ f(x y y)\ = 2，h 是 a = 1 及盖=去二数 

中的最小者，故 A =去，在尺上函数/(I，/ = / + /的利普希茨 
常数可取为 L=2, 因为 


d y 


|2> ； K2=L. 


根据 (3.19) 


ML n 


M 


1 % ⑴一… ） 1 = rtmn 


(LhY 


U + l)! 


<0.05, 


因而可取 


3 .事实上， rn4iyr = A = 去〈^ 0 . 05 .我们可以 


作出如下的近似表达式 
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<Po(jo) z 

= 0 ， 


史 1 ( 工 ）= 

ri 

- [f 2 ^ 

Jo 

<pl (6) ]df 

92( 工） = 

rx 

[f 2 + 

Jo 

^(f)]de 

(piix)- 

: [f 2 + f 

Jo 

— 

= J (f 2 + 

Jo \ 

- 


X 


3 


3 




x 


3 


3 


x 

63 f 




x 


3 


X 


2x n 


x 


15 


3 63 2 079 59 535 ’ 

史 3(1) 就是所求的近似解.在区间 + 上，这个解与真正 

馨 

解的误差不会超过 0.05. 



1. 求方程 g = + / 通过点（0,0)的第三次近似解. 

2. 求方程 g = * r -： y 2 通过点 （1,0) 的第二次近似解. 

3. 求初值问题 

f = -r 2 一 : + 

- 1 ) = 0 

的解的存在区间，并求第二次近似解，给出在解的存在区间的误差估计. 

4. 讨论方程 


^ = Y y 


1 

T 


在怎样的区域中满足解的存在唯一性定理的条件，并求通过点（0,0)的一切 

解. 


5. 叙述并用逐步逼近法证明关于一阶线性微分方程的解的存在唯一性 
定理. 
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6. 证明格朗沃尔 （Gronwall) 不 等式： 

设 K 为非负常数， /(O 和为在区间上的连续非负函数， 
且满足不等式 

f ( t)^K + f ( s ) g ( s)ds 

J a 

则有 

/(fX/Cexp( g ⑴ cb ) ， 

并由此证明定理 1 的命题 5. 

7. 假设函数 /(U) 于 U。，％) 的邻域内是 y 的不增函数，试证方程 
(3.1) 满足条件）(^。）= >的解于 jtSjt 。一 侧最多只有一个. 

8. 如果函数/(^，:^于带域上连续且关于 ： y 满足利普希茨条 
件，则方程 (3.1) 满足 条件: ^(1。）== %的解于整个区间 [ a ,/?] 上存在且唯一. 
试证明之. 

(提不：用逐步逼近法，取 M = max \ fix 9 y 0 ) \ .) 

x€[a,fi] 

9. 设 /(:r) 定义于 - oo<：r< + oo, 满足条件 

1/(^1 ) - /(^2 ) I ^ Nlx , - a 丨 ， 

其中 N<1， 证明方程 t = /(幻存在唯—的—个解. 

(提示 ：任取 ：r。， 作逐步逼近点列 心 + 1 =/(心）（《=0,1，2广.），然后证 
明^收敛于方程的唯一解 .） 

10. 给定积分方程 

< p ( x ) = f ( j ：) + A K ( x f $)< p (^) d$ f ( * ) 

J a 

其中/(幻是[心6]上的已知连续函数， K(x，$) 是 a « b ， a <^ b 上的 
已知连续函数.证明当 I A I足够小时 （A 是常数 ），（* )在[^,6]上存在唯一的 
连续解. 

(提 示： 作逐步逼近函数序列 

9o(T) = /(:), 

•6 

9n” (x) = /(jt) +A K(jr f e)<pA^)d$ (u =0,1 々••）•） 

J a 

§3.2 解的延拓 

§3.1 中解的存在唯一性定理是局部性的，它只肯定了解至 
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少在区间 U - ar u = minf a , 為 j 上存在.可能出现这样的 

情况，即随着 /( u ) 定义区域的增大，我们能肯定的解存在的区 
间反时缩小.例如， 3.1.2 中的例1,当定义区域为 

-1<^<1 时，办=+;当定义区域为 K ： -2< x <2, -2<^<2 

时 ， M = 8 ， /z = min ( 2 ,香)=去•这种局部性使我们感到非常不满 

意，而且实践上也要求解的存在区间能尽量扩大，解的延拓的概念 
就自然产生了 .下面讨论解的延拓的概念，通过它我们可以将 
§3.1 中存在唯一性定理中的局部结果变为适用于较大的范围. 

假设方程 (3.1) 右端函数 /( i ， y ) 在某一区域 G 内连续，且关 
于 y 满足 局部的利普希茨条件 ，即对于区域 G 内的每一点，有以 
其为中心的完全含于 G 内的闭矩形尺存在，在尺上 /( x , y ) 关于 
^满足利普希茨条件（对于不同的点，域尺的大小和常数 L 可能 
不同）. 

设方程 （3.1) 的解5=史（ I )已定义在区间 U ^丨<&上， 
现在取 A = : r 。 + /?，然后以 （ a ，％ ) 为中心，（这里 yi ) 即图 
(3.2) 中的 点，= cp ( x 0 + /0)作一小的矩形，使它连同其边 
界都含在区域 G 的内部.再运用 §3.1 中的存在唯一性定理， 
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图 （ 3.2) 



知道存在^^>0,使得在区间 Ijc _ 丨</1,上，方程 （3.1) 有过 

(•^，: y ,) 的解 ：y = 0( jc ) ，且在 x = A 处有 0( ) = 少（々）. 由于唯 

—性，显然在解和解 = p (: r ) 都有定义的区间 A — h ' 
上 ,ip{x) = 炉 （: r ). 但是在区间 jr , + ^ 上，解 y 

= 0 U ) 仍有定义，我们把它看成是原来定义在区间 \ x - x 0 \^h 
上的解 y = pu ) 向右方的延拓，这样，我们就在区间 [A - h , 
x 0 + /i + A ,] 上确定方程的一个解 


\(p{x) y x 0 - /i^x^j ： 0 + h , 

3； = ^ 

\ (p(x) f x 0 + /i < x^ ： x 0 + h ^ h x , 

即将解延拓到较大的区间： r。 _ h «7： 0 + A + h 上.再令： c 2 = 
工， h'，h = 中 U ' + 幻），如果（: r 2 , 力） e G， 我们又可以取 
(•r 2 ，h) 为中心，作一小矩形，使它连同其边界都含在区域 G 内. 
仿前，又可以将解延拓到更大的区间 h - h ^ x ^ x 2 + ^ 2 = ^ 0 + 
办 + h +/* 2 上，其中/1 2 是某一个正常数.对于： r 值减小的一边可 
以同样讨论，使解向左方延拓.用儿何的语言来说，上述解的延拓， 
就是在原来的积分曲线 p(:r) 左右两端各接上一个积分曲线 
段（参看图 （3.2)) .上述解的延拓的办法还可继续进行，最后我们 
将得到一个解 y=0(:c), 它已经再也不能向左右方继续延拓了. 
这样的解称为方程 (3.1) 的饱和解.任一饱和解3；= 0(1) 的最大 
存在区间必定是一个开区间 a< jc < 广因为如果这个区间的右端 
是闭的，那么卢便是有限数，且点（^,旁 G. 这样一来，解 
W*r) 就还能继续向右方延拓，从而它是非饱和的.对左端点《 
可同样讨论.我们要问，究竟解 pU) 向两边延拓的最终情况 
如何呢？这一问题可以由下面的解的延拓定理来回答. 

现在我们不加证明地引进下面的定理. 

解的延拓定理如果方程 （3.1) 右端的函数 /(u) 在有界 
区域 G 中连续，且在 G 内关于^满足局部的利普希茨条件，那么 
方程 (3.1) 的通过 G 内任何一点 U。， ％ ) 的解 ：y= $U) 可以延 
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拓，直到点 U ,^ U )) 任意接近区域 G 的边界.以向 J ： 增大的一 
方的延拓来说，如果只能延拓到区间 x 0 < x < d 上，则 
当 x ~^ d 时 ， （x , p(«r )) 趋于区域 G 的边界. 

推论如果 G 是无界区域，在上面解的延拓定理的条件下, 
方程 (3.1) 的通过点 U 。，％) 的解可以延拓，以向 I 增 
大的一方的延拓来说，有下面的两种 情况： 

(1) 解^二“:^可以延拓到区间卜 ㈠ +⑺）； 

或 

(2) 解: y =^ U ) 只可以延拓到区间[: r Q ， d ), 其中 d 为有限 

数，则当 x -^ d 时，或者3^史（工）无界，或者点趋于区 
域 G 的边界. 

例1讨论方程 ’ 2 1 的分别通过点（0, 0 ),(In 2, - 3) 
的解的存在区间. 

解此方程右端函数确定在整个 Oxy 平面上且满足解的存 
在唯一性定理及解的延拓定理的条件.容易确定此方程的通解为 

3^ = 1^^.故通过点（0,0)的解为 y = 这个解的存在区间 

1 ~ ce 1 + e 

为- oo < x < +通过点 （In 2, -3) 的解为 3 ； = 这个解的 

1 一 e 

存在区间为 0< jt < + oo ( 参看图 （ 3 .3)) .注意 ，通 过点 （In 2,-3) 
的解向右方可以延拓到+ 但对于： r 减少的一方来 

I - e 

说，向左方只能延拓到0,因为当 X —0+ 时，: y 4- oo .这相当于解 
的延拓定理推论中 （2) 的第一种情况. 

例 2 讨论方程 g = l + b I 满足条件3/(1)=0的解的存在 
区间. 

解方程右端函数于右半平面 jc >0 上有定义且满足解的延 
拓定理的条件.这里区域 G (右半平面）是无界开域， ^ 轴是它的边 
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图 (3.3) 


界.容易求得问题的解 y — x\n : c , 它于区间 0<« r < + 00 上有定 
义、连续且当： r -0 时 y -0, 即所求问题的解向右方可以延拓到 
+ 00,但向左方只能延拓到0,且当 X -0 时积分曲线上的点 （. r , 
>0趋向于区域 G 的边界上的点，这对应于延拓定理推论中 （2) 的 
第二种情况. 

最后我们指出，应用上述定理推论的结果不难证 明：如 果函数 
/( U ) 于整个 Oxy 平面上有定义、连续和有界，同时存在关于 y 
的一阶连续偏导数，则方程 （3.1) 的任一解均可以延拓到区间 

- oo< JC< + 00 . 

§3.3 解对初值的连续性和可微性定理 

在 §3.1 存在唯一性定理的证明中，我们把初值 U 。，％ ) 看作 
固定的•显然，假如 （ x 。，^) 变动，则相应的初值问题的解也将随 
之变动，也就是说，初值问题的解不单依赖于自变量 X ， 同时也依 
赖于初值（: r D ,： y ;。） •因此，在考虑初值变动时，解可以看作三个变 
元的函数而记为 


# 
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：y = 妒 (jr ， jc 0 ， ： y 0 ) ， 

它满足 3 ^o = 9(^0 *^o ) - 

下面我们着重讨论解关于初值的一些基本性质. 

3.3.1 解关于初值的对称性 

解关于初值的对称性定理设方程 （3.1) 的满足初值条件 
: y ( Xo ) = ： v Q 的解是唯一的，记为 ：y = 则在此表达式 

中， （ A30 与（X。，％)可以调换其相对位置，即在解的存在范围内 
成立着关系式 

3^0 = cpix Q ,x , y ). 

证明在上述解的存在区间内任取一值且记％ = 
9 ( 11， *r。 ， ：y。） ，则由解的唯一性知过点 (x x , 3^i ) 的解与过点 
(A，％) 的解是同一条积分曲线，即此解也可写为 

y- cp{x,x v , 3 ^ 1 )♦ 

并且，显然有％ = 9(々，：1： 1 ,%).注意到点（0： 1 ，30是积分曲线上 
任意一点，因此关系式 h =史(心 ， u) 对该积分曲线上的任意点 
U, 30均成立，这就证实了我们的论断. 

3.3.2 解对初值的连续依赖性 

S' 先我们证明下面的引理. 

引理如果函数/(1，夕）于某域 D 内连续，且关于 y 满足利 
普希茨条件（利普希茨常数为 L ), 则对方程 （3.1) 的任意两个解 
史（了）及0(1)，在它们公共存在的区间内成立着不等式 

I 沪 (x) - 0( 工 ）|<| 妒 ( 工 0 ) - 0(x 0 ) |e L|j " Xo1 , (3.20) 

其中 工。 为所考虑区间内的某 一值. 

证明设 9>(x),0U) 于区间 a < x < b 上均有定义，令 
V(x) = [ <p(x) - (p(x )] 2 , a<x<b ， 

则 
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V' (x) ~2[<p(x) - 0(x)][/(x , <p) - f{oc ， ip)]^ ： 2LV (x) ， 

于是 


A.(V(x)e~ 2Lx X0. 

dx 


因此，对 X()G[a，6]， 有 

vu)< V(x 0 )e 2 L (D ， Xo <x<b. 

对于区间 agxgx。 ，令 -x = t ，并记 - jc 。= r。 ，则方程 （3.1) 

变为 

砮= -/( ~ t , y ), 

并且已知它有解 

类似上述推演过程，令 o { t ) - [( p ( - t ) ( j ) { - 0] 2 ,可得 
o{t )^ a ( t 0 )e 2t(/ ' ，0> , - a , 

注意到 cj ⑴ U- x = VU) 及 (J(r 0 )= V( jc 0 ) ，就有 

X VX 工 0 )e 2U !o -’) ， . 

因此 

VX*r) = ， a^x , x 0 ^：b , 

两边取平方根即得 (3.20). 

解对初值的连续依赖定理假设 /( u) 于域 G 内连续且关 
于 y 满足局部利普希茨条件，（1。，: y Q )GG，jy = Wupy。） 是方 
程 (3.1) 的满足初值条件%的解，它于区间 a < x<b ± 
有定义 U<x Q <6), 那么，对任意给定的 e>0, 必能找到正数占= 
5(e ，<2， 6) ，使得当 

(无0 _ jc 0 ) 2 十（夕。一 y 0 ) 2 ^ 8 2 

时，方程 (3.1) 的满足条件 3Kf Q ) = 的解: 

间 a « b 上也有定义，并且 

\ < p(x , x 0 , y 0 ) - < p(x 9 x 0 , y 0 ) \ <e , a ^ x^b 

(参看图 （3.4)). 
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图 （3.4) 


证明首先，注意到积分曲线段 = f = 

是 Oxy 平面上一个有界闭集，又按假定对 S 上 
每一点 （ U ) 必存在一个以它为中心的开圆 C , CCG , 使在其内 
的函数/( 1 ， 30 关于> 满足利普希茨条件.因此，根据有限覆盖定 
理，可以找到有限个具有这种性质的圆 C,(f = 1 , 2 , •••,〜），并且 

它们的全体覆盖了整个积分曲线段 S . 设^为圆（：,.的半径， 1 ^为 

N 

/( x ,： y ) 于 C ； 内的相应的利普希茨常数.令 G = U C , ,则有 SC 

1 = 1 

6 匚 G , 且 6 的边界与 S 的距离^> 0 .对预先给定的 e > 0 , 若取 
7 = min (e ,p/2) 及 L = max ( L ,， L 2 r ”， L N ), 

则以 S 上每一点为中心，以 7 为半径的圆的全体，连同它们的圆 
周一起构成包含 S 的有界闭域 DCG ， 且 /( u ) 在 D 上关于 y 
满足利普希茨条件，利普希茨常数为 L . 

其次，我们断言，必存在这样的正数 8= S ( e ， a ， bUS < rj 、， 
使得只要 i 。，％ 满足不等式 

(^o - x 0 ) 2 + (j; 0 - 3^o ) 2 ^^ 2 ♦ 

则解 ： y = * x 0 ， 5^d ) 必然在区间 a ^： a ^ b 上也有定义. 

事实上，由于 D 是一个有界闭域，且 /( x , y ) 于其内关于 y 
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满足利普希茨条件，由上面延拓定理知道，解 3 ； = 必 

能延拓到区域 D 的边界上.设它在 D 的边界上的点为^, 0 ( c )) 
和 （< i ,#(( i ))， c << i ， 这时必然有.因为否则设 c > a , 
则由引理就有 

I 4(:r ) - p(:c〉 | < | )- 史（无 0 ) | e LU - Jo ， c^x^d. 

注意到 p ( x ) 的连续性 ，对心 = + 7e ^ ( 6 _ d , 必有心 > 0 存 

在，使当 |:r - : c 0 |<谷 2 时，有 I <p ( x ) - <p ( x 0 ) I 〈（^.取汐二 
min ( A ，谷 2 )， 则当（无。 — i 。) 2 + ( 夕。 _ ： VoX 5 2 时，就有 
I fp ( jc ) - ^ d ( x ) | 2 ^| ^>( x 0 ) - < p ( x 0 ) | 2 e 2L!-r ~' r ° 

<(I ip(x 0 ) - 9 >(x 0 )| + I 9 >(x 0 ) - <p(jc 0 )\ ) 2 e 2Llx ' x °' 

<2( I i/j(x 0 ) - 一工 0 ) I 2 + I 炉 (j: 0 ) - 穸 Cf 0 ) I 2 ) e 2LU -V 

<2(l5o-^J 2 + ^)e 2L< ^ a> 

<43]e 2LU ' a) = rj\ (3.21) 

于是 l4 ( x ) - ^>(: r ) l < 7 对一切 [ c ,< i ] 成立，特别地有 

\ (p(c) - <p(c)\< rf, \ if){d) ~ (p(d)\< rj y 

即点 （ c ， 0 ( c )) 及 （ d ， 0U )) 均落在域 D 的内部，而不可能位于 D 
的边界上.这与假设矛盾，因此，解 0 (: c ) 在区间 U , 6 ] 上有定义. 

在不等式 （3.21 ) 中将区间 [ c , d ] 换成 [ a , 6 ], 可知，当 
(x 0 ~x 0 ) 2 + (夕。-%) 2 <占 2 时就有 

\(p{xyX 0 yy {s )- (p(x,x (i ,y {s )\< r^e ， 

这正是所要证的结论. 

附注当把解^(^，^。，^^视为自变量^：和初值（: r 。，％) 的 
三元函数时，从上述定理可以推知它是三元连续函数.事实上， 
炉（: r ,: r 。，：^) 对 j ; 在闭区间 [ a ,6] 上连续，因而对任给 e >0, 必能 
找到心〉0 ,使得当 

I 炉 ( 无， J ： 0 ，： y 0 )- <p(x,x 09 y 0 )\<-j 9 x y x^[a y b]. 
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另一方面，由解对初值的连续依赖定理，总存在这样的 A >0,使 
当（无。 - JCo ) 2 + ( 夕。-)。) 2 <¥时，有 

\ <p(x yjc 0 ,y 0 ) - <p(^r jyo) \ 9 xG [a f 6] • 

取沒 = min (》， ，谷 2 ), 则只要 （f z ) 2 + ( 无 0 - 工 0 ) 2 + ( 夕❶一 yo ) 2 < 

d 2 ,就有 

I ( pixyX ^ , yo ) _ 9( 了，工 o ，％ )1 

<| ^( x f x 0 ，夕 o )— 妒 ( iSio ，％) 丨十丨 ^(-r , x 0 ,^ 0 ) _ ^( x , j : 0 ,^ 0 )| 

/ e 丄 e _ 

< T + T ~ e, 

这说明史 ( J ：， x 。，： yo ) 在（: r ， JC 。，： y 0 ) 连续. 

对于任一 （&，％)€ G , 由解的存在唯一性定理及解的延拓定 
理得知，存在《(1。，3/。），/?(々，％)使得（3.1)有饱和解}= 
史(工，*2：。 ，： y 。） 定义于 a ( x 。，： y 。） < T < /?( z 。，： y 。） 上.令 

V = \(jc ,x 0 ,y 0 )\ a(x 0 y y 0 )< x< p(x 0 ,y 0 ) y(x 0 y y 0 )^ G \ , 

这时，解 y =^(: r ，: r 。，％) 作为三元函数存在于 V 上，我们可以推 
得 : y = P , a :。 ， ： y Q ) 在 V 上是连续的. 

事实上，任给 (•？， i 。 ，％ ) G V ,解 : y = p(«r ,无。，％ ) 作为*^的 
函数，它的最大存在区间必会包含 I 无 。.所以存在闭区间 
a <: c <6, 使得 5^ q ) 在其上有定义，其中 a < I y x Q < b . 
由附注即知史 （： r ， J ：。 ，％ ) 在 （ i ，支0，5。 ） 连续.再注意到 （•？ ，文。， 
yo )^ V 的任意性，我们可将解对初值的依赖关系用下面定理来 
表述. 

解对初值的连续性定理若函数 /( jr ,_ y ) 在区域 G 内连续， 
且关于 y 满足局部利普希茨条件，则方程 (3.1) 的解 y =< p ( j ： 9 x 0 , 
M ) 作为^，^^，…的函数在它的存在范围内是连续的. 

我们还可以讨论含有参数 A 的微分方程 

g = /( U ， A )， （3.1 ) a 
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用 g a 表 示域： 

G x ：(x t y ) G , a 〈 A < j 3. 

设/(^，^)在仏 内连续，且在 G 内一致地关于 y 满足局 
部的利普希茨条件，也就是说，对 G A 内的每一点 （: *:，3；，/)都存在 
以 （: c ，： y ， A ) 为中心的球 CCG a ，使得对任何 （ x ，; yi ， A ) , ( x ， ： y 2 ，入 ) 
GC ， 成立不等式 

|/(x ，％ ，A ) - /( 工，夕 2 ， A ) - y 2 \ , 

其中 L 是与 A 无关的正数.由解的存在唯一性定理，对每一 A 0 G 
U ， p ), 方程 (3.1), 的通过点 U 0 ,_ V () ) GG 的解唯一确定.我们把 
这个解记为 y = < p ( x y x 0 , y 0 ， A 。）， 于是有 = < p(^o »3 ^o )• 

类似地，我们可以得到下面的 结果： 

解对初值和参数的连续依赖定理设 /( x ，3 N ；0 在（^内连 
续，且在 G 内关于 y —致地满足局部的利普希茨条件 
A 0 ) G G A ，: y = 9 (Uo ， Wo ,义0 ) 是方程 （3. 1 ) A 通过点 （ jt 0 ， ： y 。） 的 
解，在区间 a < x < b 上有定义，其中那么，对任意给 
定的 e >0, 可以找到正数 Me , a , M ， 使得当 

(x 0 - x^) 2 + (j/ 0 ~ 3^o ) 2 + ( A - A 0 ) 2 ^^ 2 
时，方程 （3.1 ) A 通过点（无 0 ，犰）的解 J = 妒 （ x ， 无 0 ,5 o ， A ) 在区间 
上也有定义，并且 

I 炉 ( 了， J*o, 3^ ，汲 ） - t Xq r yQ ， Ao ) 丨 <€， a x b . 

解对初值和参数的连续性定理设/(0：，>彳）在内连续， 
且在 G a 内关于^ 一致地满足局部的利普希茨条件，则方程 
(3.1)，的解 :V =史（ J ： , , jy 。 ， / O 作为 x y xq , y 0 , X 的函数在它的 
存在范围内是连续的. 

3.3.3 解对初值的可微性 

进一步，我们讨论解对初值的可微性，即解 y ^< p ( x y x 0 , y Q ) 
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关于初值 ( A ， w ) 的偏导数的存在性和连续性.我们有如下定理. 

解对初值的可微性定理 若函数以及^都在区域 G 

内连续，则方程 （3.1) 的解 ) 作为 x ,« r D ， w 的函数 
在它的存在范围内是连续可微的. 

证明由在区域 G 内连续，推知 /( u ) 在 G 内关于 y 满 

足局部利普希茨条件.因此，在定理的条件下，解对初值的连续性 
定理成立， B 卩 :V = < p(x y x 0 , y 0 )在它的存在范围内关于 jt , x 。 ， jy 。 是 

连续的.下面进一步证明对于函数的存在范围内任 
—点偏导数存在且连续. 


先证#存在且连续.设由初值 U。， ％)和 U Q + Ax 0 ,3^0 ) 
(| AxJ<a,a 为足够小正数）①所确定的方程的解分别为 

: y =炉（工，工 0 ，夕0 )=卩和 : y =妒（ 1 ,工 0 + △工 0 ，: Vo ) = 

即 


<p = yo 


/( jc ， 史） d:c 和 4 




f{x yif))dx 


0 


于是 


•X 


+ 一 9 = \ f{x y ip)dx 

n. ♦厶 


f{x y(p)dx 


— f ° + ' X ° f { x y ^)dx 




①这保证了 P 和 0 同在某一区间上有定义，且当时 0-SP — 0 •显然当 
Ax 0 = 0 时有 +二 （ p . 
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其中0<0<1.注意到 g 及心4的连续性，我们有 

df ( oc ，< p + 6( ip - ( p )) = 3 f ( x ,( p ) 十 

d y 

这里 r, 具有性 质：当 Ax。— 0 时 r,— 0,且当△: c 0 = 
似地，有 


0时 n = 0•类 


△工0 


^0 +Ax 0 


0 


fix , i/j)dx = - f(x oy y {) ) + r 2t 


其中「 2 与 n 具有相同性质，因此对 Ax 。 关0有 


0~ ^ 
Ax 0 


一 /(io ，： yo) + 广 2 


+ 


即 



• df{jc ， (p ) 丄 

m 

J 0 


r 1 

m 

Z 

~<P~ ^ 

Aj：o 



㉗ 


是初值问题 


dz 

cLr 


y(p) 

d y 


z , 


(3.22) 

[z(a ： o) = - /(i 0 ，： yo) + r 2 = z 0 

的解，在这里被看成参数.显然，当△: r 。 = 0时 t 述初值问 

% 

题仍然有解.根据解对初值和参数的连续性定理，知4=1是 * r ， 

的连续函数，从而存在 


lim 


0 - <p = d <p 


一 0 △A 3了0 


而珐是初值问题 


dz _ 3f(x y (p) 
dx Z * 

z(x 0 )- - f(x 0J y 0 ) 
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的解，不难求得 


- f(jr Qi y 0 )exp( f 




0 


显然它是 X , JT 0 ，: Vo 的连续函数. 

同样可证#存在且连续.事实上，设 

a yo 

= >为初值 （ Xpjy 。 +^%)(|^3；。丨所确定的解.类似上述的 

推演可证^^是初值问题 

△ jy 。 


dz 

dx 


• 3/( jc ， y ) 

• 3 y 


^3 2 : 


z { x ^) = 


的解.因而 


0 一 沪 _ 
△: Vo 


exp 


其中 r 3 具有性 质：当 △: y 
故有 


= lim 


0 


^ \ d f (^ f < p ) + ll \ 

. 刊， 

0时 r 3 —0, 且 △ y 。 = 0时 r 3 


im ^ = 


d yo Av 0 -o A^o 

它是的连续函数. 


exp 


U L 【 . ，< P、 X 


至于 If 的存在及连续性，只需注意到 


y = 


程的解，因而 


= y *( 3^0 )) ， 


由/及^的连续性即直接推得结论. 

i 习题 3.3 


• 假设函数 /( hW 及 g 都在区域 G 内连续，又是方 


♦ 
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程 (3.1) 满足初始条件史（1。，:^，：^) = 3；。的解，试证#存在且连续，并写出 

°yo 

其表达式. 

2. 假设函数 PO ) 和 Q (: r ) 于区间 U ,/?] 上连续，: y = 史（^。，夕。）是方 
程 

^ = P(jr)y+Q(x) 


的解，％ 试求及||，并从解的表达式出发，利用对 

参数求导数的方法，检验所得结果. 

3. 给定方程 


£ =sin (f )， 


试求 


^ % v(x f JT 0 ,^ 0 ) ，汐 0) 


在1。= I ，％ = 0时的表 达式. 


3 y 0 

4. 设 -V = 9( x ， x 。 ， ： y。，A ) 是初值问题 

^ = s \ n (\ jry) f < p ( jr 0 ,‘ r 0 9 y 0 = y 0 

的饱和解，这里 A 是参数，求在 U ,0,0,1) 处的表达式. 

d ^o d yo 


# §3.4 奇 解 


3.4.1 包络和奇解 

从 §2.4 例2中我们看到对某些微分方程，存在一条特殊的 
积分曲线，它并不属于这方程的积分曲线族.但是，在这条特殊的 
积分曲线上的每一点处，都有积分曲线族中的一条曲线和它在此 
点相切.在几何学上，这条特殊的积分曲线称为上述积分曲线族的 
包络.在微分方程里，这条特殊的积分曲线所对应的解称为方程的 
奇解. 

我们现在给出曲线族的包络的定义，并介绍它的求法. 
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设给定单参数曲线族 

^ (x , v » c *) = 0, (3.23) 

其中 c 是参数，少 U ,^， c ) 是 X ，3 SC 的连续可微函数.曲线族 
(3.23) 的包络是指这样的曲线，它本身并不包含在曲线族 （3.23) 
中，但过这曲线的每一点，有曲线族 (3.23) 中的一条曲线和它在这 
点相切. 

例如，单参数曲线族 

( j ： — c ) 2 y 2 ~ R 2 

(这里尺是常数， c 是参数）表示圆心为 U ， o ) 而半径等于尺的一 
族圆.此曲线族显然有包络 

y ^ R 和 jy = - 1? 

(见图 （3.5)). 



图 (3.5) 

但是 ，一 般的曲线族并不一定有包络，例如同心圆族，平行直 
线族都是没有包络的. 

由微分几何学可知，曲线族 （3.23) 的包络包含在由下列方程 
组 


(:c ， jy,c) =0 


(3.24) 


消去 c 而得到的曲线之中.此曲线称为 (3.23) 的 判别曲线 .必 
须注意，在判别曲线中有时除去包络外，还有其他曲线 . c 一判 
别曲线中究竟哪一条是包络尚需实际检验. 
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例 1 求直线族 

xcos a + ysin a p = 0 (3.25) 

的包络，这里 a 是参数，/>是常数. 

解将 （3.25) 对 a 求导数，得到 

— jrsin a + .ycos a = 0 . (3.26) 

为了从 (3.25),(3.26) 中消去 a , 将 (3.25) 移项，然后平方，有 


* r 2 cos 2 or + y 2 sin 2 a + 2 jr.ycos a sin a — p 1 , (3.27) 

将 （3.26) 平方，又得 

x 2 sin 2 a -h y 2 cos 2 a — 2 «rjycos a sin a = 0. (3.28) 

将 （3.27) 和 （3.28) 相加，得到 

x 2 + y 2 = p \ (3.29) 

容易检验 ，（3.29) 是直线族 (3.25) 的包络（见图 (3.6)). 


例2求曲线族 

(:V - c) 2 - ~ c) 3 = 0 

(3.30) 

的包络. 

解将 (3.30) 对 c 求导数，得到 
— 2 {y - c ) + 吾 .3 (x - c ) 2 = 0， 

即 

y - c - (x ~ c ) 1 = 0 . (3.31) 
为了从 （3.30) 及 （3.31) 消去 c ， 将 
(3.31) 代入 (3. 30)，得 



图 （3.6) 


(JC - C ) 4 - 吾 (JT — C ) 3 = 0, 


即 



(X - C)- 香 





从 ：c - c = 0得到 


參 
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从 JT - C - 吾= 0得到 


y- oo ； 


( 3 . 32 ) 


y — x - ^ , (3.33) 

因此，判别曲线包括两条曲线 （3.32) 和 （3.33)， 容易检验直线 
3^1不是包络，而直线3^1 — |是包络（见图（3.7)). 



图 (3.7) 

我们现在引进奇解的概念.微分方程的某一个解称为奇解，如 
果在这个解的每一点上至少还有方程的另外一个解存在，也就是 
说奇解是这样的一个解，在它上面的每一点唯一性都不成立.或者 
说，奇解对应的曲线上每一点至少有方程的两条积分曲线通过. 

从奇解的定义容易知道一阶微分方程的通解的包络（如果它 
存在的话）一定是 奇解； 反之，微分方程的奇解（若存在的话）也是 
微分方程的通解的包络•因而，为了求微分方程的奇解， P ]* 以先求 
出它的通解，然后求通解的包络. 

例如，我们为了求 §2.4 例2的奇解，可以从通解 （2.67) 出 
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发，容易求出它的包络就是 y = x 2 /4, 因而 ，^ = //4 就是方程的 
奇解. 

这里介绍另外一种求奇解的方法. 

由存在唯一性定理2知道，如果 F (: c , jy ， y ) 关于1，5，：>； / 连 


续可微，则只要&关0就能保证解的唯一性，因此，奇解（存在的 

d y 

话)必须同时满足下列方程 

于是我们有下面 结论： 

方程 


F 




= 0 


的奇解包含在由方程组 


F(x y y f p) = 0 , 

K (u,/0 = o 


(3-34) 


(3^35) 


y ^ w E ^ 

消去 P 而得到的曲线中，这里 FU ，3 Np ) 是 x y y y p 的连续可微 
函数.此曲线称为方程 (3.34) 的/>-判别曲线-判别曲线是否 
是方程的奇解，尚需进一步检验. 


例3求方程的奇解. 

解 从 


I〆 + y - 1 = 0, 

\2 p = 0 


消去/>得到 />- 判别曲线 


夕=± 1 . 

容易验证，此两直线都是方程的奇解.因为容易求得原方程的通解 
为 


3^ = sin (jc + c) , 


而 y == 土 1是微分方程的解，且正好是通解的包络. 
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例 4 求方程尸 h 裝 -( 裝) 2 的奇解. 

解 从 


jy = 2xp - p 2 , 

\lx - 2 /) = 0 
消去得到 />- 判别曲线 

尸工 2 . 

但 y = 不是方程的解，故此方程没有奇解. 

应该强调指出，上面介绍的两种方法，只是提供求奇解的途 
径，所得 c - 判别曲线或 />- 判别曲线是不是奇解，必须进行 
检验. 


3.4.2 克莱罗微分方程 


形如 

y = xp -^ f { p ) (3.36) 

的方程，称为 克莱罗 （ Clairaut ) 微分方程 ，这里 / g , /( 户 ） 是户 
的连续可微函数. 

这是第二章 2.4.1 已讨论过的方程类型，由于这类方程有一 
些特殊的性质，我们在此再作进一步地讨论. 

将 （3.36) 两边对： r 取导数，并以 a 代人，即得 


即 



dx 


+ /> + /’(/>) 莛， 


^ ^ f ( p)) 


如果# = 则得到 

ax 
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将它代人 (3.36)， 得到 

y = cx ^ /( c ) ， 

这里 c 是任意常数，这就是 （3.36) 的通解. 
如果 x +/(/>)= 0,将它和 (3.36) 合起来 


(3.37) 


(3.38) 


y = xp ^- f ( p ) 

消去 p 也得到方程的一个解.注意，求得此解的过程正好与从通 
解 (3.37) 中求包络的手续一样.可以验证，此解的确是通解的包 
络.由此，我们知道，克莱罗微分方程的通解是一直线族(在原方程 
中以 C 代/>即得），此直线族的包络就是方程的奇解. 


例5求解方程： y ； = ip + 

’ P 

解这是克莱罗微分方程，因而它的通解就是 


y=cx + —— • 

^ c 

从 

: T - 各二0， 

中消去 c ，得到奇解 

y 2 =4 x . 

这方程的通解是直线族，而奇解是通解的包络（见图 （3.8)). 

例6求一曲线，使在其上每一点的切线截割坐标轴而成的 
直角三角形（如图 （3.9) 中的三角形 OAB ) 的面积都等于 2. 

解设所要求的曲线的切线方程为 



依题意有 ab = 4， 
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图 （3.8) • 图 （3.9) 


而 

由上述三式消去 a ，6得 


b _ _dy 
a dx 



dx ’ 


或 


y-x 



这是克莱罗微分方程，其通解为 


jy = q o: ± 2 」 — C\ —2c~c 2 x ( c t <0) t 

这里 c = 土/1为任意常数.易见此直线族的每一条直线都是 

满足题意的解.现在求曲线族的包络，亦即微分方程的奇解.为此, 
从 

{ y = 2c ^ c 2 x f 
l ~ cx = 0 

中消去 c 得微分方程的奇解 ^ = 1, 这是等腰双曲线，显然它就是 
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满足要求的曲线. 


I 习题 3.4 多 


1. 解下列方程，并求奇解（如果存在的话） 

⑴ 广 


( 2 ) ^ = r (砮）； 



(~|)，并画出积分曲 线图； 


g-y = 0, 并画出积分曲线图 


2 x 


dx 


y^O 


{3) y =x ^ 

⑷⑶、 

( 5 )( fe )、 

( OD 2 制 

( 1 + 3f) + (af 

(8) x ( 砮 ) 2 3 4 - U _ fl ) 2 =0 U 为常数）; 


dy 


l^y 


⑼… + 若-含喏” 

⑽ （ g ) 2 + ( i +" 砮 k 


2. 求下列曲线族的包络，并绘出 图形： 

( 1 ) y= cx + c 2 I 

( 2 ) c 2 y + cjo 1 ^1 = 0 ; 

(3) (x ~ c) 2 + (y ~ c) 2 - 4; 

(4) (x — r ) 2 + jy 2 = 4 r . 

3. 求-•曲线，使它上面的每一点的切线截割坐标轴使两截距之和等于 
常数 a . 

4. 试证 ：就克 莱罗微分方程来说， />- 判别曲线和方程通解的 c - 判别 
曲线同样是方程通解的包络，从而为方程的奇解. 
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* §3.5 数值解 

在实用上有重大意义的很多微分方程，即使它们能满足上述 
的甚至更广泛的解存在唯一性条件，但它们的解常常不能表达成 
初等函数的形式.对于这类微分方程的解的讨论，除了我们将在第 
六章中介绍的稳定性、定性方法之外，最常用的方法就是数值积 
分，也就是对微分方程进行数值解，这方面已形成了一门独立的学 
科. 

这里仅简单介绍最常用且最基础的两种数值解法，要深人学 
习可以参考有关书籍 [12] . 

3.5.1 欧拉方法 

求微分方程的初值问题 

g = /( 工，》)，(工 o) = ：y。 (3.39) 

的解 y = ^U )， 可以从初值条件 = h 出发，按照一定的步 
长办，依某种方法逐步计算微分方程解 y ( x ) 的近似值 
y(^ n ) ，这里 X n - n-h . 这样求出的解称为数 值解 . 由于数字 
计算机的发展，通过数值解及其相应的图形软件使我们方便简捷 
地了解微分方程的解随时间及参数变化时的形状，而不必直接求 
出解来，数值解方法成为分析微分方程的有力工具. 

欧拉曾简单地用差分代替微分，方程 (3.39) 可化为 

h * f { x n , y n ) , x n = x Q + Tf h , (3.40) 

称为欧拉 （Euler ) 公式.即在 Oa 平面方程的解曲线: y = ：v(*r) 上， 
取过点的切线(斜率为/(^，火）），当 *r = :r„ + 1 时，在切线 
上截取的 y = A + ，作为 解的近似值. 

欧拉公式相当于将 解〆〜 + 1 ) = y(x„ +A) 用泰勒级数展开， 
只取一次项，其局部截断误差为 /z 2 的常数倍 
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y(jc„ + i) = : y(*r" ) + hy\x n )^- ) + … = ： v” + h/” （ : r„ ，乂 ） + 

0 (h 2 ) = y n ^+ 0 (h 2 ) t 

因此，欧拉公式的局部截断误差可写为 

- y„^i - 0(h 2 ). 

用一种方法，其局部截断误差为步长 A 的 OU p+1 ) 时称此方 
法有 P 阶精度，因此，欧拉方法有1阶精度. 

如果微分方程的解取积分形式 

: y(x)= f(x ,y(x))dx , 

Jj: o 

利用定积分的梯形公式作近似代换，可得 

r x n¥ i 

y n ^i ~ y n ^ f(s 9 y(s))ds 

% -T 



，: v ”）+ /( i …，: y ” + i ))心 


= 儿 + y (/( I "，： V « ) 十 /( 工 ” + 1，. V „ + l ))(工" + 1 - ), 

上式中含未知值，但其值可用欧拉公式计算.即先用欧拉公 
式进行预测，再用上述的梯形公式校正，计算公式为 

y„^i -y n + h *f(x H yy„) f y n + i =y„ +y(/(x n ,y n ) + f{x n 4 rX ，夕” +1 ))， 

(3.41) 

此方法称为改进的欧拉方法.现计算其精度，取半步长的泰勒级数 
展开式 



= y (^ n ) + (*0 + y ( x „) + 0(/ i 3 ) 



: y 工”女 


2 


) = ) - 音 y(‘l ) + 
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^ y " (工 ” + i ) + 0( h 3 ) ， 

因 y 7 ( JT W + , ) = y '(+ /i ) = y \ x n ) + hy ^( rj ). 比较上两式再利用 
y n = ： y ( i „) 可得 

3f(x„ + 1 ) = 3 ； (x w ) + (/ rt + I + /„ )y + 0(/2 3 ) = + 1 + 0(/l 3 ), 

这里％ + | 是用改进的欧拉方法计算的工=& + 1 时的 : y = 3 K ： c ) 值， 
因此改进的欧拉方法有2阶精度. 

3.5.2 龙格-库塔方法 

可以用间接的泰勒级数式求数值解，由中值定理 

yr, + i = y f ,^h*f(^n + Oh,y(x„^dh)) = y n + h-k m (x n 9 y n 9 h), 

(3.42) 

这里 f { x uJ y ny h ) = f ( x n + dh y y { x n + 傲 ）） 称为区间[工„， 
• r „ + 1 ] 的平均斜率，当 /i = 0 时 ( u ，0) = /( u )， 可以通过 
在区间上取若干点的斜率的线性组合来确定 /T ， y „， h ) 

r 

+ ^ «， (3.43) 

其中 A , 为加权因子， t 为第 / 段斜^ 1 ，共有 r 段.第1段取幻= 
/, = /(&，又），然后逐步递推 

^ d } h , y n + h y ^(3 js k s ) ， j = 2,3,***, r , 

•t * 1 

其常数馬待定，上两式称为 r 阶（段） 龙格-库塔 （ Runge - Kut - 
ta ) 公式. 

选定 A ,， 岣，&使 r 阶龙格-库塔公式有尽可能高的 />( r ) 阶 
精度.考虑 r =2 情形，应用双变量泰勒级数展式 

々2 = /( 工” + d 2 h , y „ + p 2] k x h ) 

= /“《 ，: O + h [ d 4 + ， y”) 

+ … + fU ”， 0 ⑻， 
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将其代入龙格-库塔公式，经整理得 

乂 M =乂 + 厶 (又1 + 又 2)/(4 ，yj + h 、 2 (d 2 f x U 、 f y 、 (x„ ，: y ") + … 

+ + fU”，yJ + 0( hn ， 

上式与典型泰勒级数展开式对比，令 A 和 V 项的系数相同，可得 
条件 


^1 + A 2 = 1 , A 2 * C ^2 = * ^2 * ftl ~ ^ 9 

而要 V 项系数相同的条件更多且无法同时满足，因此 r = 2 时，龙 
格-库塔公式最大阶数为/>(2) = 2.取之为自由参数，则上述条 
件变为 


A, = 1 ~2d~ 2 9 X2 = 2d^ y 沒 2i = 4 ， 

当 d 2 = l 时变为改进的欧拉 方法； 尚可取 = 或得到常 
用的2阶龙格_库塔公式 


y n 



~ y n + hk 2 ， k 、 =/(x w 


: y») ，々 2 = / 工 ” + 


h 

了，汐 ” 




(3.44) 

用同样方法分析高阶龙格-库塔公式.对 r = 3而言，龙格 - 
库塔公式有8个，系数应满足6个等式，有两个自由参数，其最大阶 
数为/>(3)=3,即有3阶精度. 

可以证明，当时 />( r ) = r ; 而厂= 5,6,7时，/>(「）=厂- 
l;r = 8,9 时，/>(『）= r -2 •由于4阶以上龙格-库塔公式的函数 

觚 

值 /( U ) 的计算工作量大大增加，而精度提高较慢.因此，最为 
常用的是具有4阶精度的4阶龙格-库塔公式 
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+1 = yi + 奋 (々1 +2是2 +2々 3 + 是 4 )， 

走 1 = /( 工 , ，乂 ） ， 



(3.45) 


'^4 = /( x , + h ,yi + hk 3 ). 

对龙格-库塔公式 （3. 43)，必须保证当 /*-() 时平均斜率趋 
近真正斜率，就是要求成立 


^ ' (jo n ,y n ,0) = lim 么 + 1 厂 = y {jo n ) ^ f{x n ,y n ) , 

h 一 o n 

这个必要条件称为相容性条件，可以用局部截断误差的阶数表示 
其相容的程度. 

另一方面，数值解的计算必须保证当 h -^ o 时收敛于精确解， 
称 为收敛性问题 ，即 

lim y„ = y(x) 

收敛性可 以用整体误差 e „ = 丨: y ( A ) -3^ 丨表示，它包括从初值条 
件 〆 工。）=乂开始由 A 到〜每步产生的局部截断误差与舍人误 
差积累的总和.对某一计算方法，如存在正数 M ， 其整体误差 e „< 
MV , 则称该方法为 p 阶收 敛的. 

虽然相容性表示的是计算公式以方程为极限，收敛性表示的 
是解的计算公式以方程的解为极限，两者概念不同，但只要微分方 
程满足一定条件，则它们是等价的.具体地说，当略而不计舍入误 
差时，如平均斜率函数 /T (:满足关于、 v 的利普希茨条件， 
则/>阶相容的方法一定是/>阶收敛的，即有估计式 e n < Mh p . 

舍人误差是由计算机字长、函数计算精度及定点或浮点运算 
等多种因素产生，分析较困难 ，一 般当作随机变量处理.如同时考 

虑截断误差和舍入误差，则整体误差将变为 + f ,这里 e 

n 
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为每一步舍人误差的上界.这表示缩小步长 / Z 会减少截断误差， 
但因步数增加又会加大舍入误差.计算时必须选择适合的步长，在 
截断误差的积累和舍人误差的积累之间取得平衡. 

例1用欧拉方法、改进欧拉方法、2阶龙格-库塔方法、4阶 
龙格-库塔方法计算下列初值问题，并与精确解对比，步长 A = 
0 . 1 , 


裝=: y (卜: y 2 )， jv (0)=2. (3.46) 

解 易得方程 (3.46) 的精确解为 


( 工 ）= 



4 e 


2x 


(3.47) 


W - 3 • 

根据公式(3.47)，（3.40)， （3.41), (3.44)， （3.45) 计算结果如 


下表: 



梢确解 

欧拉方法 

改进的 
欧拉方法 

二阶龙格- 
库塔方法 

四阶龙格- 
库塔方法 


■ 


误差 

D 

误差 

■ 

误差 

■ 

误差 

0 

— 

mam 

mm 

mm 

mm 



■■ 

mm 

mm 


1.6097 

■n 

0.20966 

1 • 6328 

0.023143 

1. 6093 


1.5394 

0.000322 

0.2 

1.4181 

1.2656 

0.1525 

1.4388 

2.07 E -2 

1.4179 

0.059893 

1.3582 

0.000156 

0-3 

1 • 3037 

1 • 1894 

0-11422 

1.32 

L 64 E -2 

1 • 3036 

0.047845 

1.2558 

8.73 E -5 

0.4 

1.2281 

1.1401 

0 •(酬 6 

1.2409 

1.28 E -2 

1.2281 

0.038258 

1.1899 

5.44 E -5 

0.5 

1.1752 

1.1059 

0.069255 

1.1852 

1.00 E -2 

1.1751 

0.030877 

1.1443 

3.63 E -5 


1.1366 

1.0813 

0.055327 

1,1445 

7.96 E - 3 

1.1366 

0.025148 

1.1114 

2-53 E - 5 

圃 

1 • 1077 

1.063 

0.044694 

1.114 

6.39 E -3 

I . 1076 


1.087 

L 82 E -5 

0.8 

1.0856 

1 .0492 

「0.036401 

1 .0907 

5.16 E -3 

1,0855 

0.017 W 

1.0685 

I .34 E -5 

0.9 

1.0684 



1.0726 

4.21 E -3 

1 . 0684 

0.014134 

1.0543 

1.01 E -5 

1 

1.055 

1.0304 

0. Q 24552 

1.0584 

3.44 E -3 

1.055 

0.011764 

1.0432 

7.63 E -6 


注：表中误差 E -2 表示10 2 . 


公式 （3.42) 实际上是单步法的通用表示式，在计算 ％ + 1 时只 
用到 x •由于计算％ + ,之前已计算得到一系列近似值％ ,〜，•••, 
X ，町用这些值来预测 x + l ，其一般形式为 


= a ny n + 


+ ^n- p yn-p 


# # • 
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+ h ( b …+ b n y n + …十办 K ， 

+ 1 =0 时称为向前积分， £„ 为误差，包括局部截断误差和舍人误 
差.通过预测、修正、校正再迭代的方法使其误差有较高精度，这种 
思想称为线性多步法. 

当应用计算机通过程序进行自动计算时，往往先确定所要求 
的具体精度（一般为 l ( T 8 或 1( T 6 )， 然后根据所在位置（: r , y ) 及 
/( Xj ) 的情况确定步长 A 再进行计算，这时称为浮动步长法.实 
际计算时往往先按照上一次计算的步长进行计算，然后检査是否 
达到所要求的精度，如未达到则减小步长重新计算，如超出精度较 
多,则放宽步长进行计算.通过自动调整步长进行计算可以大大缩 
短计算时间，这种方法称为自动变步长计算法.目前设计计算机数 
值计算方法多釆用这种方法. 

前面讨论的一阶常微分方程初值问题 (3.39) 的数值解方法同 
样适用于一阶常微分方程组初值问题的数值解，只是将变量夕和 
函数/(1，30理解为向量即可.但对微分方程组的初值问题，由于 
变量 J 为向量.如果方程组的解： y 的各分量值存在数量级的差 
别，则其数值求解异常困难，不易准确.这种问题称为刚性 （ stiff ) 
问题，是微分方程组数值解研究的难题.我们称微分方程组线性近 
似部分其特征值实部的绝对值中最大与最小之比为刚性比.在化 
学反应、电子网络、自动控制等领域常见刚性比很大的刚性问题， 
在实际应用时需考虑其常微分方程组是不是刚性的.一般而言，最 
常用的是第4、5阶龙格-库塔方法，稍带刚性时则用第2,3阶龙 
格-库塔方法较好.有些数学软件如 MATLAB 还专门设计有解 
刚性方程的数值求解函数如 odel 5 s ， ode 23 s 等. 

数值解得到的数值不易分析时，计算机技术的发展已提出数 
据可视化问题，将数据变为图形图像便于分析处理.实际上，微分 
方程数值解在图形中显示为积分曲线或轨线（见 §6.3), 特别是大 
部分微分方程都是不可解、不可积的，通过数值解及其图形显示对 
微分方程的研究有很大帮助.在第六章提及 Lorenz 方程的奇异吸 
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引子和数学物理中的孤立子便是通过数值模拟计算发现的. 


习题 


3.5 i 


1. 从例1的欧拉方法、改进的欧拉方法、2阶龙格-库塔方法、4阶龙格 
-库塔方法中选择一种方法每一步从精确解出发计算出下一步，并求出其相 
对误差，同时与表中的积累误差比较. 

2. 计算线性微分方程 


J — Ax y A 


— 0.1 一 49 • 9 


0 

0 


-50 

70 


0 

0 


的刚性比. 

3. 试用附录 n 中的数学语言求解例 


— 本 ㈣ se 


本章重点在于介绍和证明解的存在唯一性定理及解的一些基 
本性质.解的存在唯一性定理是微分方程理论中的基本定理，也是 
微分方程近似计算（包括数值计算）的前提和根据.解的延拓定理 
及解对初值的连续性和可微性定理揭示了微分方程解的重要性 
质.逐步逼近法是一个重要的分析方法，除本章运用它来证明存在 
唯一性定理外，今后还将继续应用，读者一定要熟悉和掌握这一证 
明方法.因此，理解有关定理的内容，掌握逐步逼近法，这是本章的 
基本要求. 

关于解的存在性与唯一性问题的研究是很多的，除本章采用 
的皮卡逐步逼近法（压缩映像原理）之外，还有欧拉 （ Euler ) 折线法 
(差分法）、绍德尔 （ Schauder ) 不动点方法等几种常见的基本方法， 
希望深入学习和研究的读者可参阅文献" 3] . 

另外，本章还介绍了一阶微分方程奇解的概念和求奇解的两 
种方法以及两种数值解法，这些内容只要求一般了解就够了. 
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第四畐 


高阶微分方程 


我们在本章讨论二阶及二阶以上的微分方程，即高阶微分方 
程.对于高阶微分方程的基本理论（包括存在唯一性定理）和求解 
方法，我们分两部分来处理 ：对于 线性微分方程部分放在第四、五 
章 讨论； 而非线性微分方程（组)放在第六章讨论.在微分方程的理 
论中，线性微分方程是非常值得重视的一部分内容.这不仅因为线 
性微分方程的一般理论已被研究得十分清楚，而且线性微分方程 
是研究非线性微分方程的基础，它在物理、力学和工程技术、自然 
科学中也有着广泛的应用.本章重点讲述线性微分方程的基本理 
论和常系数方程的解法，也简单介绍某些高阶微分方程的降阶方 
法和二阶线性方程的幂级数解法. 

§4.1 线性微分方程的一般理论 


4.1.1 引言 


我们讨论如下的《阶线性微分方程 



+ ( 0 


d 


dt 




dx 

dt 


+ a n ( t)x = f ( t ), 


(4.1) 

其中心（00 = 1，2,_"，77)及/(0都是区间 a < t < b 上的连续函 
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数. 


如果 /( r ) 二 0, 则方程 (4.1) 变为 



dr 


+ a^it) 


d 


dt 





dj ： 

dt 


w U)jc = 0, 


(4.2) 


我们 称它为 〃 阶齐次线性微分方程 ，简 称齐次线性微分方程 ，而 
称一般 的方程(4.1)为 w 阶非齐次线性微分方程，简称非齐次线 
性微分方程 ，并且通常把方程 （4.2) 叫做对应于方程 （4.1) 的齐次 
线性微分方程. 

同一阶微分方程一样，高阶微分方程也存在着是否有解和解 
是否唯一的问题.因此，作为讨论的基础，我们首先给出方程 (4.1) 
的解的存在唯一性定理. 

定理 1如果七（0(/ = 1,2,".,«)及/(0都是区间 « 
6上的连续函数，则对于任一 及任意的 

，方程 (4.1) 存在唯一解 x = p ( z )， 定义于区间 
上，且满足初值条件 


^(广0)二工。 


d<p(t 0 ) 

dt 


(l) 



.(4.3) 


我们将在下一章讲述线性微分方程组的有关定理时顺便给出 
这一定理的证明.从这个定理可以看出，初值条件唯一地确定了方 
程 (4.1) 的解，而且这个解在所有义 （0(/ = 1,2,…，〃）及/⑴连 
续的整个区间 « b 上有定义. 


4.1.2 齐次线性微分方程的解的性质与结构 

首先讨论齐次线性微分方程 

^ …+ a "-i (,)^f + a„(t)j ： = 0. (4.2) 

根据“常数可以从微分号下提出来”以及“和的导数等于导数 
之和”的法则，容易得到齐次线性微分方程的解的叠加原理. 

定理 2( 叠加 原理） 如果々 （0,： r 2 (0 ，…， x *(/) 是方程 
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(4.2) 的々个解，则它们的线性组合 q jt , ( ， ） + c 2 j ： 2 ( r ) +…十 
c k x k (〖）也是(4.2)的解，这里 q , c 2 ，… ， c 4 是任意常数. 

特别地，当 k 二 n 时，即方程 (4.2) 有解 

xsqjr , ⑴十 c 2 : c 2 ( f ) + …+ c n x „ ( t ) (4.4) 

它含有〃个任意常数.我们要问，在什么条件下，表达式 （4.4) 能 
够成为〃阶齐次线性微分方程 (4.2) 的通解？又它将具有什么特 
性呢？为了讨论的需要，我们引进函数线性相关与线性无关及朗 
斯基 ( Wronsky ) 行列式等概念. 

考虑定义在区间 a < / < 6上的函数& ( O ， x 2 ( f ) ，…， 
A (/)， 如果存在不全为零的常数，…， c ,， 使得恒等式 

C t J ：, ( 0 + (：2了2⑴ + …+ C k X k ( f )=0 

对于所有？ 6 [ fl ,6] 都成立，我们称这些函数是线性相关的，否则 
就称这些函数在所给区间上线性无关. 

例如函数 cos /和 sin Z 在任何区间上都是线性无 关的； 但函 
数 cos 2 f 和 sin 2 1 - 1在任何区间上都是线件相关的. 

又如函数 l ，/， r 2 , 在任何区间上都是线性无关的.因为 
恒等式 

c 0 + q / + c 2 ， 2 + …+ c " r " 三0 (4.5) 

仅当所有 c , =0( / =0,1, w )时才成立•如果至少有一个 c , # 
0,则 （4.5) 的左端是一个不高于 n 次的多项式，它最多可有 w 个 
不同的根.因此，它在所考虑的区间上不能有多于 w 个零点，更不 
可能恒为零了. 

由定义在区间上的々个可微次的函数 x , G )， 
* r 2 (/) ，…， (/) 所作成的行列式 


W[ JT ， （ / ) ， 工 2 ( / ) ， … ， / )] 


= W (()^ 


工 I (，） 

工; （ r ) 

# 

# 


JO 2 (t) 
J0 2 {t) 




JT “，） 

畢 

# 
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称为这些函数的朗斯基行列式. 

定理3若函数 xJrhhG ), …，； （ r ) 在区间上 

线性相关，则在 U 4] 上它们的朗斯基行列式 W ( t )^0. 

证明由假设即知，存在一组不全为零的常数 c 1> C 2 ，…， c „， 

使得 


c , •!：,(/) + c 2 jt 2 (，）+ …+ c H x „( t )^ O f a < t < b ， (4.6) 

依次对？微分此恒等式，得到 

cp; (/) + c 2< r ; ⑺ + …+ c n x^(O = 0, 

( ： 〆:（，）+ QxM/ 1 ) + …+ C n X f n (t)=Oy 

< . (4.7) 

Ci x[ n l) (?) + c 2 x》 n "⑴ + … + ⑴ = 0. 

把 (4.6) 和 (4.7) 看成关于 Cl ， c 2 , …， g 的齐次线性代数方程组, 
它的系数行列式就是(/),々 （/) ，…， a U )], 于是由线性 
代数理论知道，要此方程组存在非零解，则它的系数行列式必须为 
零，即 W ( f •定理证毕. 

我们指出，逆定理一般不成立.事实上，容易给出这样的函数 
组，由其构成的朗斯基行列式恒为零，然而它们却是线性无关的. 
例如函数 


和 



一 Kt <0 9 


J0 ， -1</<0, 

x 2 {t)=< 

在区间上，显然研[〜（0,尤 2 (0]三0,但它们在此区 
间上却是线性无关的•因为，假设存在恒等式 


C \ X \ ( / ) + C2 ^2 ( ^ ) =0, ~ ， (4.8) 

则当-1</<0时，推得 Cl =0; 而当0<之<1时又推得 C 2 =0 .即 
除 q = c 2 = 0 外，找不到别的常数值(^和 c 2 ( 不全为 0) 使恒等式 
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(4.8) 对—■切/ G [ — 1，1]成立，故 • r 1 ( z )，《 r 2 ( r ) 是线性无关的. 
但是，如果4(/),1 2 0),〜，；（/)是齐次线性微分方程 

(4.2) 的解，那么我们就有下面的定理. 

定理 4 如果方程 (4.2) 的解々（。，々（。，…，'(幻在区间 

a ^ t ^ b 上线性无关，则 W [ x , (?),«3： 2 (丨），"*， > 2： >| (?)]在这个区 
间的任何点上都不等于零，即 W ( t )^0( a < t < b ). 

证明采用反证法.设有某个 ~ U < r Q <6) 使得 W ( t 0 ) = 

0.考虑关于，…， q 的齐次线性代数方程组 

、， 1 (， 0 ) + c 2 : r 2 ( r 0 ) + …+ c n x „( t 0 ) =0， 
c'i -ri (/ 0 ) + qjcAu ) + … + c^ito) =0 ， 

^. (4.9) 

（/ 0 ) + C 2 J：;” ]〉（， 0 ) + … + C,,JT ( n W_ "(/ 0 )=0 ， 

其系数行列式，（~)=0,故(4.9)有非零解 £ ： 1 , c 2 ，…， C „. 现以这 
组常数构造函数 

aU ) + c 2> r 2 ( r ) + …+ c „ x n ( t ) y 

根据叠加原理， iG ) 是方程 （4.2) 的解.注意到 （4.9)， 知道这个解 
i (/) 满足初值条件 

( ^0 ) = ^ (，(^二…二工〜 "（ f 。〉：。， (4.10) 

但是 JT = 0 显然也是方程 (4.2) 的满足初始条件 （4.10) 的解.由解 
的唯一性，即知 j ：( t )=0( a ^ t ^ b ) , BP 

c , : r , ( / ) + c 2 : r 2 ( ， ） + …+ c „ x n ( f )=0, . 

因为 C |， C 2 , …，不全为0,这就与 X , (£),«2： 2 (£)，-_， > 2： >| (/)线性 
无关的假设矛盾.定理得证. 

根据定理3和定理4可以知道，由 w 阶齐次线性微分方程 

(4.2) 的《个解构成的朗斯棊行列式或者恒等于零，或者在方程 
的系数为连续的区间内处处不等于零. 

根据定理1,方程 (4.2) 的满足初值条件 
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’A ( r 0 ) = 1，* r ;(， 0 ) = 0, …， 工 卜 "（ z 0 ) =0， 

• r 2 ( 〜 ）= 0 ， : r ; ( r 0 ) = 1 ，…， jt 广 " U 0 ) = 0 ， 

-< 

、 jc ”（ r 0 ) = 0，： c : ( f 0 ) =0,…， jt ( h " m) (， 0 ) = 1 

的解 JT〆 /)，：*： 〆 /)， … ,X n (t) 一*定存在，又因为 

W r [ jc 1 ( r 0 ), x 2 (^ 0 ) ，…，文”（， 0 )]判 
于是根据上述定理3,这 w 个解一定是线性无关的.由此，即得下 
面的定理 5. 

定理5 n 阶齐次线性微分方程 (4.2) — 定存在 W 个线性无 
关的解. 

定理 6 (通解结构定理）如果…， x „( f ) 是方 

程 (4.2) 的 n 个线性无关的解，则方程 (4.2) 的通解可表为 

x = c x x x {t) + c 2 jc 2 ( ， ） + …+ c„x„ ⑴， (4.11) 

其中 r ,， c 2 , …，是任意常数.且通解 （4.11) 包括了方程 （4.2) 的 
所有解. 


证明首先，由叠加原理知道 （4.11) 是 （4.2) 的解，它包含有 
n 个任意常数.我们指出，这些常数是彼此独立的.事实上 


djc 

d c x 
d x ' 

dT ： 


dx 

dc 2 

d x ’ 
3 c 2 



3 X’ 

Sr 


W[x l (t).x 2 (t)r-,x n (t)]^0 

( a ^ t ^ b ) , 


dx {n 

3 c 


° d x {n 
dc 


d x {n 

3 c \ 


因而 ，（4.11) 为方程 (4.2) 的 通解； 现在，我们证明它包括了方程的 
所有解.由定理1知道，方程的解唯一地决定于初值条件，因此，只 
需证 明：任 给一初值条件 


or ( 广 0 ) = : c 0 ，^:彳 f 0 ) = JC ; ,…， - u ( ) 


l ) 


, (4.12) 
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能够确定 （4.11) 中的常数 c 2 ，…，的值，使( 4 .11)满足 

(4.12) . 

现令 (4.11) 满足条件 （4. 12)，我们得到如下关宁 q ， c 2 ，…， 
的线性代数方程组 

q O 0 ) + c 2 jt 2 U 0 ) + …+ c„x„ ( t 0 ) = 

:r; O 0 ) 十 ) + … + c n x n (4) = Xo , 

(4.13) 

它的系数行列式就是 W (心），由定理4知， W ( r Q )#0 .根据线性 
代数方程组的理论，方程 （4.13) 有唯一解匕，匕，…， e n .因此，只 
要表达式 （4.11) 中常数取为匕，匕，…，匕，则它就满足条件 

(4.12) .定理证完. 

定理圆满地回答了上面提出的问题. 

推论 方程 (4.2) 的线性无关解的最大个数等于《.因此可得 
结论^阶齐次线性微分方程的所有解构成一个 w 维线性空间. 

方程 (4.2) 的一组 w 个线性无关解称为方程的一个 基本解 
组 .显然，基本解组不是唯一的•特别地，当 W(tJ = l 时称其为标 

准基本解组. 


4.1.3 非齐次线性微分方程与常数变易法 

知道了齐次线性微分方程通解的结构，以此为基础就不难解 
决非齐次线性微分方程通解的结构问题了. 

考虑《阶非齐次线性微分方程 

+ a 丨十…+ a n . x { t )~ + a n { t)x = f { t ), 

(4.1) 

易见方程 (4.2) 是它的特殊情形，我们指出两者之间解的性质和结 




构有着十分密切的联系.首先容易直接验证如下两个简单性质： 
性质 1如果支 （0 是方程 （4.1) 的解，而 I ( z ) 是方程 （4.2) 
的解，则 f (0 + ： r ( r ) 也是方程 (4.1) 的解. 

性质 2方程 (4.1) 的任意两个解之差必为方程 (4.2) 的解. 
其次，我们有下面的 定理： 

定理 7设 jcJ /)，：*: 〆 /)， 为方程 （4.2) 的基本解 

组，而是方程 (4.1) 的某一解，则方程 (4.1) 的通解可表为 

:r = c 1 a: 1 (r) + c: 2 j ： 2 (Ol.. + c n jc„ (t) + jc(t) 9 (4.14) 

其中 c ,， c 2 ，…，为任意常数.而且这个通解 （4.14) 包括了方程 
(4.1) 的所有解. 

证明 根据性质1易知 (4.14) 是方程 (4.1) 的解，它包含有 n 
个任意常数，像定理6的证明过程一样，不难证明这些常数是彼此 
独立的，因此，它是方程 (4.1) 的通解.现设 2(/) 是方程 (4.1) 的任 
一解，则由性质2,5(〖）-5(/)是方程（4.2)的解，根据定理6,必 
有 一 组确定的常数^ ， 匕 ，“ •，乙，使得 

5c{t) ~ x(t) - c x x x {t) +3 2 jc 2 (Z) + …+ C n X n {t) y 

即 

x(t) = c x X y {t) C 2 X 2 (t) + … + c n sc n (/) + ^(/), 

这就是说，方程 (4.1) 的任一解无0)可以由（4.14)表出，其中^， 
c 2 ，…， q 为相应的确定常数.由于 i (/) 的任意性，这就证明了通 
解表达式 (4.14) 包括方程 (4.1) 的所有解.定理证完. 

定理告诉我们，要解非齐次线性微分方程，只需知道它的一个 
解和对应的齐次线性微分方程的基本解组.我们进一步指出，只要 
知道对应的齐次线性微分方程的基本解组就可以利用常数变易法 
求得非齐次线性微分方程的解.正如我们在第二章 §2.2 里所做 
过的那样，不过这里稍微复杂一些而已. 

设1 1 (〖），0： 2 (/)，一，:^(?)是方程(4.2)的基本解组，因而 

工二^^^⑴ + ^^⑴ + …十 c„x n ( / ) (4.15) 
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为 (4.2) 的通解.把其中的任意常数^看作/的待定函数 
(i = l , 2,…， w )， 这时 (4.15) 变为 

⑴ j 1 ( f ) + c 2 ( r ) > r 2 (，）+ … + c rt (，）: c w ⑴. (4.16) 

将它代入方程（4.1)，就得到（，，（^，^(。，…，。（幻必须满足的 

一个方程，但待定函数有 n 个，即 cJO / At )， …， cjt )， 为了确 

定它们，必须再找出 n ~1 个限制条件，在理论上，这些另加的条 
件可以任意给出，其法无穷，当然以运算上简便为宜，为此，我们将 
按下面的方法来给出这《 - 1个条件. 

对/微分等式 (4.16) 得 

+ A ( Oc: U) + j : 2 ( + …+ a:" (f X (() ， 

令 

JTj (f)C ; ⑴ + JT 2 ( ，） C ’ 2 ⑴ + … + ： T” （ Oc: ⑴ = 0 ， 

( 4 . 17 ) , 

得到 

(4.18) , 

对 / 微分 (4.18), ，并像上面一样做法，令含有函数的 
部分等于零，我们又得到一个条件 

• r ; ⑺ 〆 1⑺ + ⑴ c ;(0 + …+ ⑴ c : ⑴= 0 (4. 17) 2 

和表达式 

/= c, (t)x[(t) + C 2 (t)JV’; （ t) + …+ C” （ ， )JC ’:（ 0 . 

(4.18) 2 

继续上面做法，在最后一次我们得到第 w -1 个条件 

•rr 2> (/)r; ⑴十彳 - 2) (/)d(/) + … 十工 ”)(/)〆“)=() 

(4.17)”： 

和表达式 
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(4.18) w _ 1 

最后，对 f 微分 (4.18)^^ 得到 

X (n) = Ci ( t ) x [ n) ( t ) + c 2 ( t ) x [ n) ( t ) + ••* + c n ( t ) x [ n ) ( t ) 

+ 了|” _1> (f ) + ：4 rt — u (f ) + … + x [ n ~ l) ( t ) c / n ( t ). 

(4.18)” 

现将^化），^“)，，“.“)：，…，“.!^),代入 （4.1)， 并注 
意到& ( 0 ,* r 2 U ) ，…， x „ (£) 是 (4.2) 的解，得到 
xS n_l) (r)c ， 1 (i) + a:^-" (t )c;( r) + …+ x[ n ' l) (t)c / n (t) = f(t) 

(4.17)” 

这样，我们得到了含 n 个未知函数 c : ( r )( i = 1，2 , …， n ) 的 w 
个方程 (4.17)^ (4. 17) 2 ,…， （4. 17)„，它们组成一个线性代数方 
程组，其系数行列式就是 W [:^(0,^ 2 (/),〜，&(0],它不等于 
零，因而方程组的解可唯一确定，设求得 

C/(0 = 9/(0 w' = 1,2,-*, W, 

积分得 

m 

c,(t) - <Pi (t)dt + y, f = l ，2 , … ， w, 

这里 y , 是任意常数.将所得 c,(OG = l ，2, …， 《) 的表达式代入 
(4.16) 即得方程 (4.1) 的解 ® 

" n r 

JO = XI 1工，(0+ 2 JOi ( t ) ( Pi ( t)dt . 

i * 1 # - 1 • 

显然，它并且是方程 (4.1) 的通解.为了得到方程的一个解，只需给 
常数 y,(i = l , 2,…， w ) 以确定的值.例如，当取 y , =0(，= 1，2,…, 

«)时，即得解 * r = JQj ( t ) < Pi ( t)dt . 

1=1 • 


①也可把仍 （0 的表达式具体写出，而将解表为第五章 (5.30) 式的形式. 
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从这里可以看到，如果已知对应的齐次线性微分方程的基本 
解组，那么非齐次线性微分方程的任一解可由求积得到.因此，对 
于线性微分方程来说，关键是求出齐次线性微分方程的基本解组. 

例1求方程/ + 1 = 的通解，已知它的对应齐次线性 

cos t 

微分方程的基本解组为 cos t , sin t. 

解应用常数变易法，令 

x~c x {t )cos f 十 c 2 ( / )sin t , 

參 

将它代人方程，则可得决定和 C ' 2 (0 的 W 个方程 



cos t c\{t) + sin t c f 2 {t) 

= 0 

及 

- sin t c\(t) ^ cos 

t c’ 2 (t)= 

i 

cos t ^ 

解得 


/ / x sin t 

Cl(0= -cosr 


=1, 

由此 


c t (t) - In|cos H 十 y! 

， C 2 (t) 

=/ + y 2 


于是原方程的通解为 


x ~ y { cos / + y 2 sin t + cos /In I cos / I + /sin t , 

其中 y ,, y 2 为任意常数. 

例 2 求方程二 r 2 于域 / 參 0 上的所有解. 

解对应的齐次线性微分方程为 

// / /x 

tx - x = 0, 

容易直接积分求得它的基本解组.事实上,将方程改写成 

— ^ = — f 

x t 

积分即得 〆 =所以 x = + 这里 A y B 为任意常数.易 

见有基本解组 I ，/ 2 •为应用上面的结论，我们将方程改写为 
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// X / 

X ~ = t y 

并以1=^ 1 (0 + ( 2 (/)，代人，可得决定 c ; U ) 和 d ( r ) 的两个方 
程 

c ; G ) + 一/ 2 (幻= 0及 2 tc \{ t )~ t , 

于是 

1 1 

c 2 (^) = '2~^ "*■ /2» c i( ^ ) = — ■g'^ y \ • 

故得原方程的通解为 

x= y x + y 2 t z + 如 3 ， 

这里，△是任意常数.根据定理7,它包括了方程的所有解. 



1. 设^(/)和 〆 /)是区间 a < t ^： b 上的连续函数，证明 ：如果 在区间 

上有#參常数或^关常数，则 * rU ) 和: yU ) 在区间 a«b 
上线性无关.（提 示：用 反证法 .） 

2. 证明非齐次线性微分方程的叠加原 理：设 ： r , U )，： r 2 U ) 分别是非齐 
次线性微分方程 

+ + …+ a „( t、jr = 

+ Qi + … + a” ⑴ *r = / 2 ⑴ 

的解，则 < r 1 ( r ) + : r 2 (/) 是方程 

+ … + 〜（£)1 = /, G ) + / 2 ( r > 

的解. 

3. 已知齐次线性微分方程的基本解组，求下列方程对应的非齐 
次线性微分方程的 通解： 

(1) x r - x — cos 1 9 x } = e’ ，工 2 = e ’ ； 
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(2) JT " + i t X 一 T~—：JC ^ ^ 1 t J ：1 — t 9 X 2 ^ ^ i 

1 一之 1 — f 

(3) x " + 4 x - tsin t , x x = cos 2 t f x 2 = sin It ; 

(4) t 1 x " - 4 tx ' + 6 jc = 36 = t 2 y j ： 2 — t 3 1 

(5) t 2 - tx ' + x = 6 t +341 2 , x } = t f x 2 = t\n t ; 

(6) / 2 : r "-3£ r ’ -8 jc = 18 rsin(ln t ), x { = r 2 oos (2 ln t ), x 2 = i 2 sin (21 n t ). 

4. 已知方程有基本解组 e f , cT \ 试求此方程适合初值条件 

dt 

jt( 0) = 1, j'CO) = 0 
及 ： r (0) = 0, jt ’(0) = 1 

的基本解组（称为标准基本解组，即有 W (0) = 1>, 并由此求出方程的适合初 
值条件 

j -(0) = x 0 , x ' CO ) = Xq 

的解. 

5. 设 jt , = l ，2, …， n ) 是齐次线性微分方程 （4.2) 的任意 n 个解， 
它们所构成的朗斯基行列式记为 W ( r ). 试证明 WU ) 满足一阶线性微分方 
程 

W f + a ,( t ) W ^ O y 

因而有 


W(t) = V^(^ 0 )e'J*o a i (j)d V 0 » t e U,b). 

6. 假设 &(/) 弇 0 是二阶齐次线性微分方程 

.r' + a, (/ )x" + a 2 ( ^ ^ 0 

的解，这里和心（ 0 于区间 U ， 6] 上连续，试 证： 

(1) ： r 2 (Z) 为方程的解的充要条件是 

W'[ JT, ,X 2 ] + a \ W[ J：, ,x 2 ] -0; 

(2) 方程的通解可表为 


X 


X 




(s)ds + c 


其中 CmQ 为任意 常数山 ，斤 U,6]. 


7. 试证 n 阶非齐次线性微分方程 (4.1) 存在且最多存在 n + l 个线性无 
关解 . 


拳 
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§4.2 常系数线性微分方程的解法 

关于线性微分方程的通解的结构问题，从理论上说，可以认为 
在 §4.1 中已经解决了，但是求方程通解的方法还没有具体给出. 
事实上，对于一般的线性微分方程是没有普遍的解法的.本节介绍 
求解问题能够彻底解决的一类方程——常系数线性微分方程及可 
以化为这一类型的方程.我们将看到，为了求得常系数齐次线性微 
分方程的通解，只须解一个代数方程而不必通过积分运算.对于某 
些特殊的非齐次线性微分方程也可以通过代数运算和微分运算求 
得它的通解.我们一定要记住常系数线性微分方程固有的这种简 
单特性.这一节的内容完全可以和线性振动理论（质点振动理论、 
电磁振荡理论等）结合起来学习.在 4.2.4 中我们特别以数学摆的 
微小振动为例，结合讲述质点振动理论，以便给读者一个直观的印 
象.从这里我们可以清晰地看出，物理问题提供微分方程以很直观 
的实际背景，而微分方程为更深刻地理解物理现象提供有力的工 
具，这是我们学习这一节要注意的问题. 

讨论常系数线性微分方程的解法时，需要涉及实变量的复值 
函数及复指数函数的问题，我们在 4.2.1 中预先给以介绍. 

4.2.1 复值函数与复值解 

如果对于区间 a«b 中的每一实数〖，有复数 z ( t )= < p ( t ) + 
i 0( f ) 与它对应，其中和 0(0 是在区间 a « b 上定义的实 

函数， i = v ^ T 是虚数单位，我们就说在区间 « b 上给定了一 
个复值函数 z (?) •如果实函数 当 t 趋于时有极限， 
我们就称复值函数以/)当？趋于/ 。时 有极限，并且定义 

iini z ( t ) — lim < p ( t ) i lim ip { t ) . 

卜 ’o … o 卜 f 0 

如果 li.ni2：(/) = 2 ：(/ 0 )， 我们就称 2( r) 在 f 。 连续. 显然，在 
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连续相当于 9 ( thiP ( t ) 在 G 连续.当 2(/) 在区间 « b 上每 
点都连续时，就称 2(/) 在区间上连续 .如果极限 

存在，就称 z ( f ) 在有导数（可微） .且记此极限 

…0 ，广， 0 

为^^或者 〆 G 。）. 显然 2(0 在？ 。处 有导数相当于 cpUh 


0( f ) 在 r D 处有导数，且 


dz ( t 0 ) d < p ( t 0 ) i . difi ( t 0 ) 

如果在区间 a « b 上每点都有导数，就称 Hr ) 在区间 
上有导数 .对于髙阶导数可以类似地定义. 

设是定义在 a < t<b 上的可微函数， c 是复值 
常数，容易验证下列等式 成立： 


^[2：! ⑴ + Z 2 (，)] 


dz^it) dz 2 (t) 

dt 


d 

d7 


CZ { ( t )] = c 


dz { (t) 

dt 


差 u ⑴％⑴]⑴+々⑴ 

在讨论常系数线性微分方程时，函数 e * 将起着重要的作用， 
这里 K 是复值常数.我们现在给出它的定义，并且讨论它的简单 
性质. 

设 K = a + i /? 是任一复数，这里心/?是实数，而 r 为实变量， 
我们定义 

e Kl = e (e + , ^ )/ = e a, (cos -f i sin pt ). 

由上述定义立即推得 


cos fit = y (e^ + e 呀）， 
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sin ^ = ^r(e^ 



如果以 K = a -\ I3 表示复数 K = a + ip 的共轭复数.那么容 
易证明 

此外，函数 e K> 还有下面重要 性质： 

(1) e ( W ， = e V. e V; 

事实上，记 K =〜+^ 1 ，/<： 2 =〜+他，那么由定义得到 

e (W» =e ( 0 々 2 ) 卜 i(w 

= e (W’[ cos (H 2 )t + i sin (Pi +ft)f] 

=e Ul + * 2>/ [cos t .cos J3 2 1 - sin h t •sin ^ 

+ i(sin /?! t • cos p 2 t + cos p x t • sin p 2 t)] 

= e a, 1 (cos ^ t + i sin p x t)*e° 2t ( cos 卢 2 £ + i sin p 2 t) 

= e K,/ • e I<2t . 


(2) 其中 r 为实 变量; 


事实上，设 K = « 

de Kr 

"37 


+ i /?， 则 

= d [e (， 



de ( 


dt 


• • 


e 




丄 Qt . 

+ e • 


de ^ 

dt 


=a e at m e'^ + e a/ ^- (cos + i sin ( 3 t ) 

=ae (o + ,fi)l + e a, ( — j3sin fit + igcos /?/ ) 

二 cre Kf + i^e al • e'^ = (a + ip)e Kt = Ke K, . 

注意到由⑵容易推得 


( 3 ) ^( e Kt ) = K n e Kt . 

dt 

综上所述，可以得出一个简单的结论，就是实变量的复值函数 
的求导公式与实变量的实值函数的求导公式完全类似，而复指数 
函数具有与实指数函数完全类似的性质.这可以帮助我们记忆上 
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面的结果. 

现在我们引进线性微分方程的复值解的定义.定义于区间 
上的实变量复值函数 : r = z (0 称为方程 (4.1) 的* 值解 ，如果 




dt 


dt 




(/) 


dz ( t ) 

dt 


+ a n (t)z(t) = f(t) 

对于恒成立. 

最后，我们给出在今后讨论中要用到的两个简单结论. 

定理8 如果方程 (4.2) 中所 有系数 化 (0( |_ = 1,2,…，”）都 

是实值函数 ，而工 =以0 = 9^) + 4(/)是方程的复值解，则20) 
的实部 〆 /)、虚部和共轭复值函数以/)也都是方程 （4.2) 
的解. 

定理9 若方程 

d " 工丄 / ^ d w_I jc ^ , ( X dx , ，、 /、.•/、 

-j^r + (O t /W -i + … + ⑴ 石 + ⑴ x = w ⑴ + iz ； U) 


有复值解 x = U ( t ) + i V ^ O ，这里 (0( I ’ = 1，2,…， 《) 及 u ( t ), 

W /) 都是实函数，那么这个解的实部 [；(?) 和虚部 v (0 分别是方 
程 


和 




+ a n ( t)x = u ( t ) 




1 ⑴替 + a „( t)jo 




v ( t ) 


的解. 


定理8和定理9的证明留给读者作为练习. 


4.2.2 常系数齐次线性微分方程和欧拉方程 

设齐次线性微分方程中所有系数都是常数，即方程有如下形 


状 
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a 1 + … + a ”叫 装 + a〆 = 0 ， （ 4 , 19 ) 

其中 q，a 2 ，…， & 为常数.我们称 (4.19) 为 n 阶常系数齐次线性 

微分方程.正如前面所指出的，它的求解问题可以归结为代数方程 
求根问题，现在就来具体讨论方程 （4.19) 的解法.按照 §4.1 的一 
般理论，为了求方程 （4.19) 的通解，只需求出它的基本解组.下面 
介绍求 （4.19) 的基本解组的欧拉 （Euler) 待定指数函数法（又称为 
特征根 法}. 

回顾一阶常系数齐次线性微分方程 


dx 

dt 


+ ax = 0 9 


我们知道它有形如： r = e _< "的解，且它的通解就是: r = 这启 

示我们对于方程 (4.19) 也去试求指数函数形式的解 

x = e Ar , (4.20) 

其中 A 是待定常数，可以是实的，也可以是复的. 

注意到 


L[e"] 


d 


e 


dt n 


a 


d 


1 e A/ 


dr 


十 


+ a 


de A/ 

d7 




= U rt + a 1 A w-1 + “• ++ a w )e A/ = F(；Oe Ar ， 
其中 F(A) 三 A”+a!A” _1 + … + a„_iA + a„SA 的 w 次多项式.易 
知， （4.20) 为方程 (4.19) 的解的充要条件是 A 是代数方程 

FU) 三久” + A A w-1 + …+ a"」A + a" =0 (4.21) 

的根.因此，方程 （4.21) 将起着预示方程 （4.19) 的解的特性的作 
用，我们称它为方程 （4.19) 的特征方程，它的根就称为特征根.下 
面根据特征根的不同情况分别进行讨论. 

(1) 特征根是单根的情形 

设，…，是特征方程（4.21)的《个彼此不相等的根， 
则相应地方程 (4.19) 有如下 w 个解： 

eV/V"，,，. （4.22) 
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我们指出这 《 个解在区间上线性无关，从而组成方程的 
基本解组.事实上，这时 


W ( t ) = 



A 2 e A 2 / 




A t 

e ” 

A X t 

义 ” 




e (W … 4 


)t 


又 1 又 2 


A 


n 


A ： 


A 


n ^ 


A ； 


而最后一个行列式是著名的范德蒙德 （ Vandermonde ) 行列式，它 


等于 n (义,_又,）.由于假设义,关\(当£^^)，故此行列式不 

1<>< 1<» 

等于零，从而 WU ) 关0,于是解组 (4.22) 线性无关，这就是所要证 
明的. 


如果 A , (/ = 1,2 ，…， 幻均为实数，则 （4.22) 是方程 （4.19) 的 
n 个线性无关的实值解，而方程 (4.19) 的通解可表示为 

x = + c 2 e z， + ••• + c”e A 〆 ， 

其中 q ,…， c n 为任意常数. 

如果特征方程有复根，则因方程的系数是实常数，复根将成对 
共轭地出现.设 A , = a + i ^ 是一特征根，则 X 2 = a - \ p 也是特征 

根，因而与这对共轭复根对应的，方程 (4.19) 有两个复值解 

e (a + i^)x _ e «i ( cos 决 + 1 sm 决）， 

e (a f = e at ( cos /3 t — i sin ). 

根据定理8,它们的实部和虚部也是方程的解.这样一来，对应于 
特征方程的一对共轭复根 A = « ± i /?, 我们可求得方程 （4.19) 的两 
个实值解 
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e Qt cos fit y 


e a/ sin pt . 



(2) 特征根有重根的情形 

设特征方程有 A 重根 ; l = A t ，则如所周知 

先设 A , =0,即特征方程有因子 A 4 ，于是 


^n — a n-\ = … = 沒 ” -* + 1 = 0 , 

也就是特征方程的形状为 

A” 1 + …+ 〜 oA*=0. 


而对应的方程 (4.19) 变为 


d ri x 

dF 



…+ a 



d k x 

d7 



y 


易见它有 1 个解1，/,/ 2 ,…， / 4 M ，而且它们是线性无关的（见 
4.1.2) .这样一来，特征方程的 A 重零根就对应于方程 (4.19) 的左 
个线性无关解1,/,一，"*，/ 41 . 

如果 这个々 重根 A ,^0, 我们作变量变换 ： r = yeV ，注意到 

x (m) = ( ye ^ t ) {m) 

=eV 汐 …)+ m X x y (m - l) + ^ ( 1 ) Af 3 ； (m ~ 2) + … + A: ：y ， 

可得 * 


L[ye^ l ] = 


d n y 


dt n 

于是方程 (4.19) 化为 

Mb 啼 


b 


y 


dt n 


十 … + \：y e、 r = Lily] 


e 


, “ dy 


M = 0, (4.23) 


其中 6,，6 2 , …，心仍为常数，而相应的特征方程为 

G(") 三 〆 + + …+ b n . x fx + b„ = 0. 

直接计算易得 

F(/i + A, ) e (" + = L[e (/< + A 々 ] =[〆 ]e 〜 

= G ( fi ) e ( ^ x ^\ 

因此 


(4.24) 
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从而 


F(^ +A,) = G(^), 


F 0) (^ + A 1 ) = G 0) ( / ,), ) = 1，2,… ，是. 

可见 (4.21) 的根；1 =义 1 对应于(4.24)的根；/ =仏=0,而且重数相 
同.这样，问题就化为前面已经讨论过的情形了. 

我们知道，方程 (4.24) 的 h 重根仏 =0对应于方程 （4.23) 的 

务 1 个解5 = 1，〖，/ 2 ,"、/~ _1 ,因而对应于特征方程（4.21)的幻重 
根 A , ，方程 (4.19) 有 h 个解 

e A, ' , te ki， , f 2 e A _ ’ ，…， • (4.25) 

同样，假设特征方程 （4.21) 的其他根 A 2 ， A 3 ，…， A w 的重数依次为 
々2，々3 ，…， ;Ol ( 单根 A 7 相当于々,=1 ) ， 而且幻 + (2 +…+ 
k m =心关 A , (当 f 关 ））， 则方程 (4.19) 对应地有解 

eW 〗’“ 2 e V ，…， 〆:! M e V , 

\ . (4.26) 

‘ e A > n ’ ， / e A :,，…，，~ 1 e A, ”’ • 

下面我们证明 （4.25) 和 （4.26) 全体《个解构成方程 （4.19) 的基 
本解组. 

假若这些函数线性相关，则有 

y\ (A5 r) + A; r> f + …+ Ah A _ 】） e V 

r = 1 r 

m 

= 2 Pr(t)er f =0, (4.27) 

r ^ l 

其中 Af 是常数，不全为零.不失一般性，假定多项式 P w ( t ) 至少 
有一个系数不等于零，即匕 U ) 吴0.将恒等式 （4.27) 除以 eV ， 然 
后对/微分 h 次，我们得到 

m 

2 Qr ( t ) e u ^^ u =0. (4.28) 

r = 2 

其中 Q r (0 = ( A r - A 1 )*« P r ( f ) 十 S r ( f )， S r U ) 为次数低于 P r ( t ) 
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的次数的多项式.因此， Q〆 /) 与尸 〆 /) 次数相同，且 Q ot ( O ^0. 
等式 (4.28) 与 (4.27) 类似，但项数减少了.如果对 (4.28) 施行同上 
的手续（这时是除以而微分心次），我们将得到项数更少 
的类似于 (4.27) 的恒等式，如此继续下去，经过 m - 1次后，我们 
就将得到等式 

尺讲⑴ e W ,)' = 0 ， 

这是不可能的，因为与 P w (0 有相同的次数，且 RAt )^ 
0.事实 t ， 不难直接算得 

^ m (0 = ( A w - A ! )*1 ( X m - A 2 )*2 

( 入 m - Ad)、-' P m (t) + W m (t), 

其中 W wl U ) 是次数低于的次数的多项式. 

这就证明了 （4.25) 和 (4.26) 全部 n 个解线性无关，从而构成 
方程 (4.19) 的基本解组. 

对于特征方程有复重根的情况，譬如假设 A = a + W 是々 重特 
征根，则 A = «- i /9 也是々重特征根，仿 （1) 一样处理，我们将得到 
方程 (4.19) 的26个实值解 

e af cos fit , te at cos , ^ 2 e a/ cos pt , ••• , t k ~ x e at cos fit , 
e a, sin pt , t e or sin fit , / z e a/ sin , …， t k l e a/ sin /3 t . 

例 1 求方程 g-：r = 0 的通解. 

解 特征方程 A 4 - 1 = 0的根为 = 1, A 2 = ~ 1, A 3 — i , A 4 = 

- i . 有两个实根和两个复根，均是单根，故方程的通解为 

j : = c ^ e 1 + c 2 e 1 + c 3 cos t + c 4 sin t , 

这里 q , c 2 , c 3 , c 4 是任意常数. 

例 2 求解方程 + ：r = 0. 

d / 

解特征方程 A 3 + 1 = 0 有根 = -1,义 2 ,3=士±^，因此， 
通解为 
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jc = c 1 e~ / 



c 2 cos 备 + c 3 sin 



其中 q ,c 2 ,c 3 为任意常数. 

例 3 求方程 #4 - 3#4 + 3#-又= 0的通解. 

dr dt Qt 

解 特征方程 A 3 -3 A 2 +3 A — 1 = 0,或 （A — 1) 3 =0,即 A = 1 
是三重根，因此方程的通解具有形状 

X = (cj ^ C 2 t + C 3 t 2 )e l , 

其中 CpC 2 ， C 3 为任意常数. 

例 4 求解方程# + 2^ +工=0. 

dt dt 

解 特征方程为 A 4 +2 A 2 + 1=0,或 （ A 2 + I ) 2 =0,即特征根 
；(=± i 是重根.因此，方程有四个实值解 

cos t , ^cos t ,sin t f ^sin t $ 

故通解为 

x — (c x + c 2 t )cos f 十 (c 3 十 c 4 / )sin t , 

其中 q ， c 2 , c 3 ， c 4 为任意常数 • 

形状为 

: r ”^"+ ■+ … + 心 -iX 裝+ a n< y = 0 (4.29) 

的方程称为欧拉方程，这里^，七，…，^为常数.此方程可以通过 
变量变换化为常系数齐次线性微分方程，因而求解问题也就可以 
解决. 

事实上，引进自变量的变换 ® 

、 x = e yt = \n X y 

直接计算得到 


①如果 ： r<0, 则用： r= - 〆 所得结果一样，今后为确定起见，认定 x>0, 但最后 
结果应以 z = 代回 . 
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dy _ dy dt 
da : dt dx 


e 


dy 

37, 


d 2 y 


e 


d 


e 


t ) 


2 t id 2 y _dy 
e 丨^? ■— 


d〆 一 dt \ ^ dt I \ dt 1 dt 

用数学归纳法不难 证明： 对一切自然数 & 均有关系式 




&+〆 


: y 


dt k 


+ 


•” H 砮)， 


其中 A , ft , …， ft •丨都 是常数•于是 


y 


十 


• # # 


+ A - 


di ^ 


d ? ~ d 7 '^ 1 dT 

将上述关系式代入方程 (4. 29)，就得到常系数齐次线性微分 


方程 


dt n 


b x 


d 




df ” 


+ … + 




= 0, 


(4.30) 


其中 h ，&,•••,△„ 是常数，因而可用上述讨论的方法求出 （4.30) 
的通解，再代回原来的变量（注意以 = ln|x 丨）就可求得方程 (4.29) 
的通解. 

由上述推演过程，我们知道方程 (4.30) 有形如 y = #的解，从 
而方程 (4.29) 有形如 y = /的解，因此可以直接求欧拉方程的形 
如> =/的解.以 y = /代入 (4.29) 并约去因子/，就得到确定 
K 的代数方程 

K(K — 1 )."(K — n 十 1) + ajK ( K ~1 )***(K ~ n +2) 


+ … + a ” =0, (4.31) 

可以证明这正是 (4.30) 的特征方程.因此，方程 （4.31) 的 m 重实 
根= 对应于方程 (4.29) 的 m 个解 

jt k ° ,jt k ° In I x I , x K ° In 2 I jt I , , x K ° ln m ~ 1 | x I , 

而方程 (4.31) 的 m 重复根 K = a + i /3, 对应于方程 （4.29) 的 2 m 
个实值解 

x a oo 6 (^ ln | x I ) , x ° ln | jtIcjos ( p \ n I x \ ) ，…， : c a ln w-1 | j ： loos (^lnI j : | ), 

• 143 - 




x a sin (jSln|a:| ),^ fl ln| xlsin (/31n| x I ) ,*** ,ar a ln w_1 I j: I sin (/?ln| x|). 

例 5 求解方程 工 2 ^^ - x g + ：y = 0. 

解 寻找方程的形式解 ：y = * r K ，得到确定 K 的方程 K ( K - 
1) - K + 1=0, 或（/<：-1) 2 =0，1^ =/ C 2 = l .因此，方程的通解为 

y- (ci + c 2 ln | x I )x , 

其中 r ,， c 2 是任意常数. 

例6 求解方程 : r 2 g + 3 :c g + 53； = 0. 

解 Sy = : c K ，得到 K 应满足的方程 

K ( K - l ) + 3 K + 5 = 0 或 K 2 +2 K + 5 = 0, 

因此， K 1i2 = - l ±2 i ， 而方程的通解为 

V = 一 [qcos (21 n | x I ) + c 2 sin (2 ln | x | )] , 

X 

其中 C 1 , C * 2 是任意常数. 

4.2.3 非齐次线性微分方程•比较系数法与拉普拉斯变换法 


现在讨论常系数非齐次线性微分方程 

L [工] + 十 ** + + a„x = f ( t ) (4.32) 

的求解问题，这里 q , a 2 … ，、是常数，而 /( f ) 为连续函数. 

本来，有了前面讨论的结果，这一问题已经可以解决了，因为 
可以按照 4.2.2 的方法求出对应的齐次线性微分方程 (4.19) 的基 
本解组，再应用 §4.1 所述的常数变易法，求得方程 （4.32) 的一个 
特解.这样，根据定理7即可写出方程 （4.32) 的通解表达式，再利 
用初值条件确定通解中的任意常数，就可得到方程的满足初值条 
件的解.但是，正如大家所看到的，通过上述步骤求解往往是比较 
繁琐的，而且必须经过积分运算.下面介绍当/(【）具有某些特殊 
形状时所适用的一些方法—— 比较系数法和拉普拉斯变换法 .它 
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们的特点是不需通过积分而用代数方法即可求得非齐次线性微分 
方程的特解，即将求解微分方程的问题转化为某一个代数问题来 
处理，因而比较简便. 

(1) 比较系数法 

类型 I 

设 / G ) = (6 0 r 十^广’ 1 + ••• + &-" + Oe ' 其中 A 及乂 
(/ =0,1，…， m ) 为实常数，那么方程 (4.32) 有形如 

+ + … + B w _j + B w ) e A ， (4.33) 

的特解，其中 A 为特征方程 F ( A > = 0 的根 A 的重数（单根相当于 
々 = 1;当 A 不是特征根时，取々=0),而，…，石^是待定常 
数，可以通过比较系数来确定. 

①如果 A =0,则此时 

f ( t ) = b 0 t m + b ' t m _ l + … + b m . 

现在再分两种情形讨论. 

( a ) 在 A =0不是特征根的情形， S 卩 F (0) 关0,因而~关0,这 
时取6=0，以2 = _8 0 广+仏广 _1 ^.. + 代人方程 （4. 32)，并比 
较^的同次幂的系数，得到常数 B 0 , B , ，…， B /必 须满足的方程 
B 0 a n = , 

B x a H + mBoa^i = b x , 

\ B 2 a „ + {m - + m(m - l ) B 0 a „^ 2 = b 2 1 (4.34) 


队 62 „ 十 ••• = b m ， 

注意到 〜关 0,这些待定常数 B 。， …，可以从方程组 （4.34) 
唯一地逐个确定出来. 

( b ) 在 A =0 是是重特征根的情形，即 F (0) = F '(0) = 〜 = 
F UM, (0)=0 ,ro F ⑴ （0) 关0,也就是 a ” =…= a w ., + 1 =0, 
^- 4 关0.这时相应地，方程(4.32)将为 
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d n x 



d 


X 


dt 


+ 


+ a 


d k x 

k ^7 


f { t ). 


(4-35) 


令 ft 则方程 (4.35) 化为 

dr 

+ ^ i ^ rnr^r + … + a n . k z = f ( t) J (4.36) 

对方程 （4.36) 来说，由于 =0 已不是它的特征根•因 
此，由 （1) 知它有形如乏= 5。广+5 〆 "- 1 +…+圮的特解，因而方 
程 (4.35) 有特解 i 满足 

nr 〜〜 ， 〜 


这表明2是 f 的 m + A 次多项式，其中？的幕次的项带有 
任意常数.但因我们只需要知道一个特解就够了.我们特别地取这 
些任意常数均为零，于是我们得到方程 （4.35)( 或方程 （4.32)) 的 
一 个特解 

戈 =〆 （ y 0 r + y , r _ 1 + …+ y m ) ， 

这里 y Q ， y 1 ，…，是已确定了的常数. 

②如果 A 关0,则此时可像 4.2.2 做法一样，作变量变换 *r = 
ye ' 将方程 (4.32) 化为 

+ + …+ + A ^ y ~ 厶“ m + …+ 厶 m ， 


(4.37) 

其中 A ,, A 2 ，… ，次都 是常数.而且特征方程 （4.21) 的根 A 对应 
于方程 (4.37) 的特征方程的零根，并且重数也相同.因此，利用上 
面的结果就有如下 结论： 

在； I 不是特征方程 （4.21) 的根的情形，方程 （4.37) 有特解 
夕二戌广十…+丑„，从而方程 （4.32) 有特解无 = ( B 0 T + 
— 1 + … + B m )e A ， ； 

在 A 是特征方程 (4.21) 的 A 重根的情形，方程 (4.37) 有特解 
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j = + 从而方程 (4.32) 有特解 

无=^(石。广十仏广 - 1 +… + B w ) e Af . 

例7求方程 gf -2#-3 ：c = 3/ + l 的通解. 


解 先求对应的齐次线性微分方程 


d 2 x 

d ?" 



dx 

dr 


- 3 x = 0 


的通解.这里特征方程 A 2 - 2 A - 3 = 0有两个根 A , = 3, A 2 = - 1. 
因此，通解为 z = + r 2 e ~, 其中 Cl ， c 2 为任意常数.再求非齐 
次线性微分方程的一个特解.这里 / U ) = 3/十 1 ,A =0,又因为 
A =0不是特征根，故可取特解形如无= A +份，其中 A,B 为待定 
常数.为了确定 A ， B , 将无 = A + Bf 代人原方程，得到 

— 2B — 3A - 3Bt = 3? + 1, 

比较系数得 

! -3B = 3, 

-2B-3A = 1, 


由此得 B = -1 ,A = |, 从而 i = 因此，原方程的通解为 


x = c x e f + c 2 e, — / + -y • 

例8求方程_-2^|-31 = 6 _< 的通解. 

解 从上例知道对应的齐次线性微分方程的通解为 

一 it 丄 一 / 

x — c x e 十 c 2 e , 

其中 Cl , r 2 为任意常数.现求原方程的一个特解.这里 f ( t ) = e ~\ 
因为 A = - 1刚好是特征方程的单根，故有特解形如无 = Are 〜， 将 

它代人原方程得到- 4 Ae' f = e — 、从而 A =-+, 于是 f = 
- 、而原方程的通解为 
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例 9 求车令+3 4 + 3努+工二（卜 5) 的通解. 
dr dr 

解 特征方程 A 3 + 3 A 2 + 3 A + 1 = U + I ) 3 =0有三重根 
\, 2 , 3 = -1，故有形状为无 =，（A +价） 〆 的特解，将它代入方程 

得 

(6 A +24 B /) e _, =e -5), 

比较系数求得 A = -|■，B = i •从而土 = &/ 3 (，-20) e - , •故方 
程的通解为 

x = ( c , + c 2 / + c 3 1 2 ) e~ r + f - 20) e _ ’ ， 

其中 q , c 2 ，(: 3 为任意常数. 

类型 I 

设 fit ) = [ A(^)cos fit + B ( t)sin 辦] 〆 ，其中 a , p 为常数， 
而 A (0， B (?) 是带实系数的 f 的多项式，其中一个的次数为 
而另一个的次数不超过那么我们有如下结论 ：方程 （4.32) 有 
形如 

x = t k [ P(t )cos pt + Q(t )sin pt ] e af (4.38) 

的特解，这里 々为特 征方程 F(A ) = 0 的根 a + W 的重数，而 P (0, 
QU ) 均为待定的带实系数的次数不高于 m 的 f 的多项式，可以 
通过比较系数的方法来确定. 

事实上，回顾一下类型 I 的讨论过程，易见当 A 不是实数，而 

是复数时，有关结论仍然正确.现将/(0表为指数形式 

a + i ^) / . A ( t ) + \ B ( t ) (fl ， f 
JKn 2 e 2 e * 

根据非齐次线性微分方程的叠加原理（见习题 4.1 第 2 题），方程 
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与 


L [小/ 2 (，)= 丛与屮 ⑴ ，+，州 

的解之和必为方程 （4.32) 的解. 

注意到 / i ( r )=/ 2 (/)， 易知，若 4 为 LU ] =/, U ) 的解，则 
〒必为 U ： r ] = / 2 (0 的解.因此，直接利用类型 I 的结果，可知方 
程 (4.32) 有解形如 

Jc = t k D ( t ) e ia ~ ifi), + t k DU ) e ia + lfiU 
= t k [ P(t )cos fit + Q(t )sin ]e af , 

其中 D ⑴为 / 的 w 次多项式，而 P ( / ) = 2 Re | D (/)|, Q (/) = 
2lm\D(t ) I. 

显然， PG )， Q ( r ) 为带实系数的 f 的多项式，其次数不高于 
7/1 .可见上述结论成立. 

注意，正确写出特解形式是待定系数法的关键问题，在此类型 
的求解过程中应把 P ( r ),0(?) 均假设为 m 次完全多项式来实际 
演算. 

例 10 求方程^ + 4 # + 4：r = cos2/ 的通解. 

解特征方程 A 2 + 4 A +4 = 0有重根 A , = A 2 = -.2,因此，对 
应的齐次线性微分方程的通解为 

+ c 2 Z)e 2 ’ ， 

其中^ ， c 2 为任意常数.现求非齐次线性微分方程的一个特解.因 
为 ±2i 不是特征根，我们求形如± = A cos It + Bsin It 的特解，将 
它代人原方程并化简得到 

SB cos 2 t - 8 A sin 2 t = cos 2 1 f 

比较同类项系数得 A =0, B = 去，从而 i = Isin 2/, 因此原方程 
的通解为 


x = {c i + c 2 t )e 



sin 2t. 
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附注 类型 n 的特殊情形 

f(t) = A(t )e at cos fit WLfi — ) e Bi sin 
可用另一更简便的方法——所 谓复数 法求解.下面用例子具体说 
明解题过程. 

例 11用复数法解例 10. 

解 由例10已知对应的齐次线性微分方程的通解为 

x = (ci + c 2 t )e~ 2f . 


为求非齐次线性微分方程的一个特解，我们先求方程 


d 2 x 
d? 



dx 

d7 


+ 4 x = e 2,f 


的特解.这属于类型 I ，而 2 i 不是特征根，故可设特解为无= 
Ae 2 " ，将它代入方程并消去因子 e 2 “得 8 iA = 1,因而 A = - 


x = ~ - g - e 2,r = — - g-cos 2 .t + 2 / ， 分出它的实部 Re I ^ I = 


|sin 2 r ，根据定理9这就是原方程的特解，于是原方程的通解为 


X = ( c , + c 2 t)e' 2t + - g-sin 2t • 

与例10所得结果相同. 

( 2 ) 

常系组）还可以应用拉普拉斯变换法进行求 
解，这往往比较简便. 

由积分 

F(s)= f" e' a f(t)dt 
Jo 

所定义的确定于复平面 （Re s >( T ) 上的复变数 S 的函数 FU ), 称 
为函数 / U ) 的 拉普拉斯变换 ，其中 /(/) 于有定义，且满足 
不等式 




150 


# 



|/(OI<Me tf，a) , 

这里 M , a 为某两个正常数.我们将称/0)为 原函数 ，而 F ( s ) 称 

为像函数. 

拉普拉斯变换法主要是借助于拉普拉斯变换把常系数线性微 
分方程（组）转换成复变数 s 的代数方程(组）.通过一些代数运算, 
一 般地再利用拉普拉斯变换表，即可求出微分方程（组）的解.方法 
十分简单方便，为工程技术工作者所普遍采用.当然，方法本身也 
有一定的局限性，它要求所考察的微分方程的右端函数必须是原 
函数，否则方法就不适用了. 

关于拉普拉斯变换的 一般概 念及基本性质，请参阅有关书 
籍 [9] ,这里只列出部分常用函数的拉普拉斯变换简表（见表 
(4.1)), 供学习时使用参考，而且只简单地介绍拉普拉斯变换在解 
常系数线性微分方程中的应用，关于在微分方程组方面的应用，留 
待下一章有关部分再介绍.如果已有较好计算机软件基础知识的 
读者，即可参考本书附录 n ，直接对某些方程求解. 

设给定微分方程 

A n x d w_1 r 

-^pr + Qi … + a n x = f { t ) (4.32) 

及初始条件 

其中 a , ，〜，…，是常数，而 /(/) 连续且满足原函数的条件. 

注意，如果 iG ) 是方程 (4.32) 的任意解，则 1(0 及其各阶导 

F ( s ) = ^[ f ( t )]= f °° e ”[ f ( t ) dt ， 

Jo 

X ( s ) = ^[ x ( t )]= f e s , x ( t ) dt . 


①对于复值的 / U ), l / G ) 丨表其模. 
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表 （4.1) 拉普拉斯变换表 


原函数/⑴1像函数 F ⑴=|。 e-/(Odr 


5 


n\ 


s 


e 


Tt 


te 


u 


re 


u 


s - z 


s 


- z ) 


n ! 


(s-z) n 


sin cot 


(O 




COS cot 


sh cot 


ch cot 


?sm cut 


tcos wt 




(O 


s - (O' 


s 


5 - CO 4 


2S(V 


( s 2 + ^) 5 


5 2 -0, 2 
(? + co 2 ) 2 


e Af sin cot 


e A/ cos cot 


/e Ar si 


sin <vt 


te Xi 


cos (ot 


CO 


(s - A ) 2 + o； : 


5 - A 


一 2 口丄 J 


(s - X) 


U) 


2 w ( s 一 A ) 


.(5 - A) 2 + o> 2 ] 2 


-A) 2 - 


(V 


[(5 - X) 2 ^ CO 2 [ 


f ' G ) 的定义域 


Re 5>0 


Re 5>0 


Re 5>0 


Re 5>Re ^ 


Re s> Re z 


Re 5 > Re z 


Re 5 >0 


Re 5 >0 


Re 5 > I a ； I 


Re 5 < I oj I 


Re 5>0 


Re 5>0 


Re 5>A 


Re 5 > A 


Re 5 > A 


Re 5 > A 


參 


152 















那么，按原函数微分性质有 

^ tx r (?)] = 5 X (5)- X 0 » 


.^1 ( 0 ] = s"X( 5) 一 S" ijr 。 一 5”_ 2 ：ci 一 … 一工义 ” _ n ， 

于是，对方程 (4.32) 两端施行拉普拉斯变换，并利用线性性质就得 
到 

5 n X(5) — 5" 1 jc 0 ~ s n 2 Xq — *** — sjt ^ 1 2) - Xq n ^ u 
+ a 1 [ 5 " 1 X(s) — S n ~ 2 jr 0 - s” 3 «r: _ x ( 0 n ~ 2) ] 

+ …+ 〜叫 [A-X ⑴ - :r 0 ] + a n X(s) = F(s) 9 
即 

(5 W + , 1 + …+ s + a ”） X ( s ) 

=F( 5) + ( 5 W ~ 1 + a x s n ~ 2 + … + a” — , ） jt 0 

+ (s H ， 2 + q s ”， 3 + … + a”_ 2 )jci + ••• + jt ^ -0 , 

或 


A(s)X(s)^F(s)^- B(s ) 9 
其中 A (：0， BU ) 和 F ( s ) 都是已知多项式，由此 


X(s) = 


F(s) + B(s) 
A ( s ) 


这就是方程 （4.32) 的满足所给初始条件的解： rU ) 的像函数.而 
: rG ) 可直接查拉普拉斯变换表或由反变换公式计算求得.下面举 
几个用这种方法解方程的例子. 


例12求方程# - ：r = /满 足初值条件 jc (0) = 0 的解. 


解 对方程两端实行拉普拉斯变换，得到方程的解的像函数 
所应满足的方程 


sX(s) - jc(0) - X(s) = - 

s — Z 

由此，并注意到1(0)=0,得 

V / t ) — 1 —1 — 1 

X{s) ~Vs-~D(s-2)~T^2~7^\^ 
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直接査拉普拉斯变换表，可得一%和一%的原函数分别为 e 2 ' 和 

S -2 5 - 1 

因此，利用线性性质，就求得 X(s) 的原函数为 

x ( t ) = e 2t - e r ， 

这就是所要求的解. 

例 13 求解方程 x ^ 2 x ^ ^(D^x^D^O. 

解 先令 r=f-l， 将问题化为 

x f + 2 x f + jt = e _(r + 1) ， jc (0) = jt ’(O) =0， 

再对新方程两边作拉普拉斯变换，得到 

/；(：(5) + 2如5) + ；^) = -^丄， 

5 + 1 e 

因此 

x( s) = r • -i- 

⑴ (7TT7 e - 

査拉普拉斯变换表蚵得 

x(r)=-ir 2 e- r " 1 , 

从而 

•r ( £ ) = + ( f - 1 ) 2 e ’， 

这就是所要求的解. 

例 14 求方程 x //y + 3x / + 3x / + x = l 的满足初值条件 x ( 0 ) 
= x ^( 0 ) = :c"(0) =0的解. 

解 对方程两边施行拉普拉斯变换得 

( 5 3 + 3 s 2 + 3：s + l)X(5) = 丄， 

5 

由此得 

X(s) = 7UTW 

把上式右端分解成部分分式 
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s ( s+ir S 5 + 1 (5 + 1) 2 (S + l ) 3 ， 

对上式右端各项分别求出（査表)其原函数，则它们的和就是 XG ) 
的原函数 

x( t) ~ \ — e 1 — te f — -^-t 2 e 1 — 1 ~ t 2 + 2f+2)e 、 


这就是所要求的解. 

例 15 求解方程+ a 2 jt = 6 sin ai ;: c (0) 

其中 a ,6 为非零常数. 

解对方程实行拉普拉斯变换，得到 

5 2 X( 5 ) - X 0 5 — Xo + a 2 X(s) = ~2-~ 


J0 0 yx'io) - Xo 


X(s) 


. ( s £ + a z y U 5 Z + a 

把上式右端第一项分解为部分分式 


工 OT—TT 十 x 0 — 


s + a 


ah — 心「 1 _ s - a • 

( 5 2 + a 2 ) 2 2 a . + a 1 (s 2 + a 2 ) 2 ■, 


于是 

X(s) = ^ - 


2 a L 5 + a ( s + a 2 ) 


十 


M ^ _ 4m Am ^ 

0 a _ s — a 
2 a 2 .5 2 + “! U ( s 2 + a 2 ) 2 • X< 


+ a 2 cl s 2 + a 2 


由拉普拉斯变换表可求得 


x(t) = —^y(sin at - at cos at) + .r 0 cos at + —sin at 
La a 

# 

1 / 

= 2^rf + 2 axQ )sin at + a (2ax 0 - bt )cos at ] t 


此即为所要求的解. 
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4.2.4 质点振动 


振动是日常生活和工程技术中常见的一种运动形式.例如钟 
摆的往复摆动、弹簧的振动、乐器中弦线的振动、机床主轴的振动、 
电路中的电磁振荡等等.振动问题的研究，在一定条件下，可以归 
结为二阶常系数线性微分方程的问题来讨论.下面我们以第一章 
里所举的力学典型例子数学摆作为具体的物理模型，利用常系数 
线性微分方程的理论，讨论有关自由振动和强迫振动的问题，并阐 
明有关的一些物理现象.至于 RLC 电路中的电磁振荡完全可以 
同样地加以讨论. 

(1) 无阻尼自由振动 

考察数学摆的无阻尼微小自由振动方程 

y + |^ = 0， （1.9) 

记 f = 这里如>0是常数，（】.9)变为 

^•1 + 如 2 史 = 0. (4.39) 

cU 

这是二阶常系数齐次线性微分方程，它的特征方程为 

A 2 + Ct >2 = 0 , 

特征根为共轭复根 

久 K 2 = 土 

因此，方程 (4.39) 的通解为 

(p — c x cos cot + c 2 sin cot , (4.40) 

其中 c ,, c 2 为常数.为了获得明显的物理意义，令 


因此，若取 
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sin 6 




， cos 0 


(•2 




a ~^/c\ ^ c\, o 


arctan 


c 2 



则 （4.40) 可以写成 


<P = 




cos cot + 


C2 



sin cot 



=A (sin ^cos (vt + cos dsin cot ), 


即 

(p = A sin (cot + d) t (4.41) 

这里 A J 代替了 cpq 作为通解中所含的两个任意常数. 

从通解 （4.41) 可以看出，不论反映摆的初始状态的 A 与0为 
何值，摆的运动总是一个正弦函数，它是 f 的周期函数（参看图 
(4.1)) .这种运动称为简谐振动.振动往返一次所需的时间称为周 


期 ，记为 7', 这里了 = 单位时间内振动的次数称为频率，记作 

OJ 


V ,这里 ^ = y = o > = 27 TW 称为圆频率.从而得出结论 ：数学 

摆的周期只依赖于摆长而与初值无关. 



图 （4.1) 


此外，摆离开平衡位置的最大偏离称为振幅.数学摆的振幅为 
A ， 而0称为初位相.这里，振幅和初位相都依赖于初值条件. 

如果把数学摆移至位置史=外处，然后突然松开，使其自由 
摆动，这就相当于给定如下的初值 条件： 

之= 0时，史=沪 0 = 0. (4.42) 
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把 (4.42) 代入通解 (4.41)， 得到 

^1 / = 0 = ^sin 6 ~ <p 0 , 

4^ = Aw cos 汐 = 0 ， 

/ = o 

于是得初位相0 = 振幅 A = p 。. 因此，所求的特解为 

cp= (p 。 sin ~ (p 0 cos cot . 

(2) 有阻尼自由振动 

从通到，无阻尼的自由振动是按正弦规律作 
周期运动，摆动似乎可以无限期的进行下去.但是，实际情况并不 
是如此，摆总是经过一段时间的摆动后就会停下来，这说明我们所 
得的方程并没有完全反映物体运动的规律.因为空气阻力在实际 
上总是难免的，因此必须把运动阻力这一因素考虑进去，从而得到 
第一章已推导过的摆的有阻尼的自由振动方程 

^ + + —<p = 0, ( 1 . 10 ) 

dt m dt l r 


记芒 = 2 心 f = o > 2 , 这里 n f cv 是正常数 ，（1.10) 可以写成 
m i 

+ 2 n co 2 < p -0. (4.43) 

它的特征方程为 


特征根为 


A 2 +2 wA + w 2 =0, 


(4.44) 


A 1(2 = 一行土 V tl 2 — CO 2 • 

对于不同的阻尼值《，微分方程有不同形式的解，它表示不同的运 
动形式，现分下面三种情况进行 讨论： 

①小阻尼的情 形：即 n < co 的情形，这时1，/1 2 为一对共轭复 

根，记= sj ⑴ 1 一 n 1 ，则 A U2 = -«±0^.而方程(4.43)的通解为 
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(p = e n, ( c - ! cos a) x t c 2 sin a ) x t ). 

和前面无阻尼的情形一样，可以把上述通解改写成如下 形式： 

<p = Ae wr sin ( oj x t + 0), (4.45) 

这里 A J 为任意常数. 

从 (4.45) 可见，摆的运动已不是周期的，振动的最大偏离随着 
时间增加而不断减小，而摆从一个最大偏离到达同侧下一个最大 

偏离所需的时间为了 = &.图 （4.2) 表示函数 （4.45) 的图形，图上 

虚线是 p = 的图形.而实线表示摆运动的偏离随时间变化的 

规律，它夹在两条虚线中间振动.因为阻尼的存在，摆的最大偏离 
随时间增大而不断减小，最后摆趋于平衡位置 <p = 0. 



图 (4.2) 

②大阻尼的情 形：即 n > co 的情形，这时 A 2 < A , <0,特征方 
程 (4.44) 有两个不同的负实根.方程 (4.43) 的通解为 

<p = c x e ^ c 2 e x ^ , (4.46) 

这里 c ,, c 2 是任意常数. 

从 （4.46) 可以看岀，摆的运动也不是周期的，因为方程 
c, e V + C 2 e V = 0 对于/最多只有一个解，因此，摆最多只通过平 
衡位置一次，又因为 
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努= c , A 丨 e '’ + c 2 A 2 e v 

= e A » / [ c 1 A , + c 2 A 2 e ( W ] 

得知，当 f 足够大时， g 的符号与~的符号相反•因此，经过一段 

时间后，摆就单调地趋于平衡位置，因而在大阻尼的情形，运动不 
是周期的，且不再具有振动的性质.摆的运动规律 (4.46) 的图形如 
图 （4.3) 所示. 

③临界阻尼的情形•.即 n = aj 的情形，这时特征方程 （4.44) 

嘌 

有重根 Ai - \ 2 = - w . 方程 (4.43) 的通解为 

= e ( c , + c 2 / ) , (4.47) 



阄 （4.3) 


这里 Cl ， c 2 是任意常数. 

从 (4.47) 可以看出，摆的运动也不是周期的，它的运动规律 
(4.47) 的图形和图 （4.3) 相类似.摆也不具有振动的性质.数值 
« = 称为阻尼的临界值，这一数值正好足够抑制振动.这里临界 
值的意思是 指：摆 处于振动状态或不振动状态的阻尼分界值，即当 
时，摆不具有振动性质，运动规律如图（4.3)所示.而当《<0> 
时，摆具有振动性质，运动规律如图 （4.2) 所示. 

(3) 无阻尼强迫振动 

以上谈到的无阻尼自由振动和有阻尼自由振动都属于自由振 
动，它对应于一个二阶常系数齐次线性微分方程.当一个振动系统 
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还经常受到一个外力作用时，这种振动称为强迫振动.最常见的外 
力往往是按周期变化的，这里考察周期外力特别是按正弦变化的 
外力作用下的强迫振动.我们仍以数学摆为例. 

数学摆的微小强迫振动方程可写为 

考察无阻尼强迫振动，即 p = o 的情形.令 f = 设^1 = 

L ml 

Hsin pt ， H 为已知常数， /> 为外力圆频率.这时 （1.11) 变为 

i2 

a ) 2 <p= Hsin pt . (4.48) 

方程 (4.48) 的对应齐次线性微分方程的通解为 

<p = Asin ( cut + 6) , (4.41) 

这里 A y 6 是任意常数.现求 （4.48) 的一个特解.如果 co 弇/>,则 
(4.48) 有形如 

(p = Mcos pt + Nsin pt (4-49) 

的解，这里 M , N 是待定常数.将 （4.49) 代人 （4. 48)，比较同类项 
系数，得到 

M = 0, N = ] H 

00 ~ p 

因此，方程 (4.48) 的通解为 

<p = Asin(cot + ^) + — 2 - jsln pt • (4^50) 

co — p 

通解 （4.50) 由两部分组成，第一部分是无阻尼自由振动的解 
Asin ( w / + 0)，它代表固有振动，第二部分是振动频率与外力频率 

相同，而振幅不同 的项^ ^ sin 〆 ，它代表由外力引起的强迫振 

CO — p 

动.从 (4.50) 还可以看出，如果外力的圆频率 p 愈接近固有圆频 
率⑴，则强迫振动项的振幅就愈大. 

如果/> =〜则（4.48)有形如 


參 
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p — t { Mcos cot + Nsin cut ) 


的解，将它代入 (4.48), 比较同类项系数得到 



2co 


N = 0. 


因而，方程 (4.48) 的通解为 


<p = Asin( w/ + 沒）_ 


2(v 


fCOS (Ot . 


(4.51) 


(4.51) 表示随着时间的增大，摆的偏离将无限增加，这种现象 
称为共 振现象 .但是，实际上，随着摆的偏离的增加，到了一定程 
度，方程 (4.48) 就不能描述摆的运动状态了. 


(4) 有阻尼强迫振动 
这时摆的运动方程 （1.11) 变为 


d 2 

d7 




+ at <p = Hsm pt - 


(4.52) 


根据实际的需要，我们只讨论小阻尼的情形，即的情形.这 
时 (4.52) 对应的齐次线性微分方程的通解为 

cp — Ae" wl sin( o/j ^ + ^), (4.45) 

这里 A J 是任意常数，叫见 （2) 有阻尼自由振动中 
的情形①）. 

现求 (4.52) 的一个特解，这时可以寻求形如 


炉= Mcos pt + Nsin pt (4.53) 

的特解，这里 M,N 是待定常数.将 （4.53) 代人 （4. 52)，比较同类 
项系数，得到 

(o > 2 — /> 2 ) H 

(co 2 - 4n J p 1 ’ ( co ^— p 2 )^ ^ 4 n 2 p 2 

为了获得更明显的物理意义，令 

M = H m sin 6 ^ ,N=H*cos O ' , 

即令 
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H m 


=/M y + N' 


= _ H _ 

\/ ( ( o 2 — p 2 ) 2 4 n 2 p 2 


(4.54) 



及 


tand ^=^p 2 

Ci) ~ p 


这时 (4.53) 可以写成 

9 = H # sin d * cos pt + cos 0 * sin pt = H * sin ( pt + 0* ) f 
因此 ，（4.52) 的通解为 .. 


<p = Ae n , sin ( co x t 0) + 


_ H _ 

V ( co 2 - p 2 ) 2 + 4 n 2 p 2 


sin ( pt + d •). 


(4.55) 

从 (4.55) 可以看到，摆的运动由两部分叠加而成，第一部分是 
有阻尼的自由振动，它是系统本身的固有振动，它随时间的增长而 
衰减，第二部分是由外力而引起的强迫振动项，它的振幅不随时间 
的增长而衰减•.因此，考虑强迫振动时主要就考虑后一项 


―" 2 2 、 2 2 2 sin (pt + 0 m )，它与外力的频率一样，但相 

V ( ~ p ) + 4 w p 

位和振幅都不同了. 

我们现在来研究外力的圆频率 p 取什么值时所引起的强迫 
振动项的振幅 fT 达到最大值. 

从( 4 .5 4 )看出，只需讨 论当声 取何值时（⑵ 2 - />) 2 +4，户 2 达 
到最小值即可.为此，记少(/>) = (01 2 -/> 2 ) 2 +4« 2 /> 2 ，将它对 p 求 
导数，并令导数等于零，得到 

( p ) = — 4 p ( co 2 ~/> 2 ) + 8 n 2 /? = 0. 

因此，只要 2« 2 < o ； 2 , 即只要阻尼很小时，就解得 


p = V (V 2 - 2 n 2 . (4.56) 

而当/>取此值时，我们有少〃(户）= 8/> 2 >0,因而0(/>)在 


时达到最小值. 



— 2 n 


2 


把 (4.56) 代入(4.54)，得到相应的最大振幅值为 

% 
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4 rt 4 + 4« 1 2 ( a / 2 一 2« 2 ) 2 n y / co 1 ~ n 1 

就是说，当外力的圆频率 p = “「_ 2^ 2_ 时，强迫振动项的振幅达 
到最大值，这时的圆频率称为共振频率，所产生的现象也叫共振 
现象. 

在发生共振现象时，一个振动系统在不太大的外力作用下会 
产生很大振幅的振动，以致引起破坏性的效果.例如一个电动机固 
定在一个能作弹性振动的座台上，电动机转动时产生出周期性的 
力，这力摇动座台，使座台处在强迫振动的状态中，当外力的频率 
接近于固有频率时，在无阻尼或小阻尼的情形，就会发生共振现 
象，电动机传给座台很大的能量，因而座台振动的振幅能够增大到 
使座台损坏的程度.因此，在工程技术中往往要尽量避免共振现象 
的发生.但是，只要我们掌握共振的规律，也可以利用共振为我们 
服务.例如，收音机的调频就是利用共振的作用，乐器的构造也是 
利用共振的原理. 



1. 证明定理8和定理 9. 

2. 求解下列常系数线性微分 方程: 

(1) x (4) -5 j" + 4jt = 0; 

(2) jT — 3clx // ^ 3a 2 ~ a 3 x ~ 0 ； 

(3) x (5> ~ 4x^ = 0; 

(4) x" + X' + x = 0; 

(5) s" _ a 2 s=f + l; 

(6) - Ax' + 5x — 2x = 2/ + 3; 

(7) - 2x f + jc = i 2 - 3; 

(8) - jt = cx>s t ; 

(9) jc^ x - 2x = 8sin 2t ; 

(10) x m — x = ; 
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(11) s' + 2as / a 2 s — e ; 

(12) x" + + 5jt — e 2c ; 

(13) jt" — 2jt’ + 3jt - e" f cos t; 

(14) x' + x = sin t ^ cos 2 1 ; 

(15) x § -Ax' + 4x = e f + e 2r + 1; 

(16) jr f/ + 9 jt = /sin 3t; 

(17) jt" - 2〆 + 2:r =^e’ cos i ; 

(18) x" + 2x' + 5x = 4e f + 17sin 2t ; 

(19) ^ + jr = -rV ； 

sin t 


( 20 ) 



3. 求下列方程的 通解： 

(1) t 1 x n tx' - jr = 0; 

(2) t 2 — 4tx" + 6jt = t ; 

(3) 之 2 jt" - 3^r’ - 8:r = t\n t; 

(4) t 1 x' - tx' + 2x = 18 ， cos(ln，〉• 

4. 求下组初值问题的解： 

⑴ x n + 9jt = 6e 3f ,jt(0) = o* / (0) = 0; 

(2) jt (4) + jr = 2e ,jt( 0) = x’(0) = *r"(0) = j~(0) = 1. 

5. 火车沿水平的道路运动.火车的质量是 P , 机车的牵引力是 F , 运动 
时的阻力灰= 0 + 67，其中0,6是常数，而 V 是火车的 速度； S 是走过的路 
程.试确定火车的运动规律，设 i =0 时 S = 0 ,V = 0. 

6. 设 pU ) 是方程/+ V>r = /( r ) 的解，其中 k 为常数，函数 /(/) 于 
0< r < + 00 连续，试证： 

(1) 当々关0时，能够选择常数 q, C2 的值，使得 


C 2 . 


<p(t) — c x cos kt + -j^sin kt + -z- sin k{t — s ) 9 f(s)ds 

^ k Jo 


(0</< + oo ) 


(2) 当々=0时，方程的通解可表为 


J ： = Cl + c 2 1 


其中(:为任意常数. 


0 


(t - s) f(s)ds (O^f < + 00 ), 
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7. 给定方程5/+ 6/= /(/)，其中 / U ) 在-⑺上连续， 
设％(0,史 2 0)是上述方程的两个解，证明极限1巧1> 1 (0-化（0]存在. 

§4.3 髙阶微分方程的降阶和幂级数解法 

一般的高阶微分方程没有普遍的解法，处理问题的基本原则 
是降阶，利用变换把高阶微分方程的求解问题化为较低阶的方程 
来求解.因为一般说来，低阶微分方程的求解会比求解高阶微分方 
程方便些.特别地，对于二阶（变系数〉齐次线性微分方程，如能知 
道它的一个非零特解，则可利用降阶法求得与它线性无关的另一 
个特解，从而得到方程的 通解； 对于非齐次线性微分方程，只需再 
运用常数变易法求出它的一个特解，问题也就解决了.因此，问题 
的关键就在于寻找齐次线性微分方程的一个非零特解.本节主要 
介绍一些可降阶的方程类型和求二阶线性微分方程的幂级数解 
法. 

4.3.1 可降阶的一些方程类型 

n 阶微分方程一般地可写为 

F ( r , j ： , j ： 7 , **• , x (n) ) = 0. 

下面讨论三类特殊方程的降阶问题. 

(1) 方程不显含未知函数： c ， 或更一般地，设方程不含 X ， 
，即方程呈形状 

F ( t t x ( k \ x (i + i) 9 - 9 x (n) )=0 (4.57) 

若令; r u) = h 则方程即降为关于 y 的;2 - A 阶方程 

F ( f ,： y , y ，…， y ” - *)) =0. (4.58) 

如果能够求得方程 (4.58) 的通解 

y - ， c i ， q ， …， q -*), 

JC ( *〉 = <p(t ,c l ， C 2 ， … ， c„-* ) ， 


即 
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再经过 A 次积分得到 

X = ,c 2 ,••• ,c n ) , 

其中，…， G 为任意常数 •可 以验证，这就是方程（ 4 . 57 )的 
通解. 

特别地，若二阶方程不显含 X ( 相当于 n =2, 纟=1的情形）， 
则用变换/ = 3；便把方程化为一阶方程. 

例1求方程 = 0 的解. 


解 令 


d ‘ 


dt 


则方程化为 
cU i 


0 , 


这是一阶方程，积分后得 yd ，即 


d 4 


ct . 于是 


dr 

X = c t t 5 ^ C 2 t 3 + c 3 t 2 +c 4 ，+ c 5 ， 

其中 q ，(: 2,…， c 5 为任意常数，这就是原方程的通解. 

(2) 不显含自变量 f 的方程 

F ( x ，工'，…，工(”) ） = 0. (4.59) 

我们指出，若令/ = >并以它为新未知函数，而视工为新自变 

搴 

量，则方程就可降低一阶. 


事实上，在所作的假定下， 


x 


_ d：y ， _ d^y 

Tt ~ di x ~ y di ^ 


y 


(砮) 


2 


y 


2 

…，采用数学归纳法不难证明可用 


dx 


…，表出（々<„).将这些表达式代人 (4.59) 就得到 


G 




dx y ’ d ， 1 

这是关于: r ,： y 的 rz - 1阶方程，比原方程 (4.59) 低一阶. 
例2求解方程 xr 〃 +U') 2 =0 


167 



解 令/ = >直接计算 可得/ = y 于是原方程化为 

•^^ + / = 0,得到> = 0或了 jJ + ) = 0,积分后得 y = f ,即 

• r ' = f ，所以 x 2 = c ^+ c 2 ( c , =2 c )， 这就是原方程的通解. 

例3求数学摆的运动方程 

- ysin <p (1.8) 


满足初值条 件：当 r =0时，史=外>0，^| = 0的解. 

解令每二户，则 4 = />努.这时，方程 （1.8) 变为 


dt 


P 


d<p 

- Ae ； 
d(p 


sin cp ， 


积分之，得到 


y/> 2 = f (cos cp + c x ), 


或者 


y(^f ) =f(cos ^p + c,). 


这里 q 是任意常数•用初值条件代人 （4.60), 得到（: 
于是 (4.60) 变为 


(^) 2 = k (cos ^ cos ^ o)> 


将上式开方得到 


d<p 


± 


v ¥^ 


(4.60) 


cos <p 0 


d/ 二 N l v cos ^ - cos (p 0 . (4-61) 

我们先讨论摆从最大的正偏离角 p = %到最大的负偏离角史= 

-%之间的第一次摆动的情况，这时@<0, （4.61) 的右端取负 

号，得到 
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(4.62) 


dcp 

d7 


^ycos^-cos f0 . 


将方程 (4.62) 分离变量，然后积分，并计及初值条件即得 


9 


史0 


d(p 


a/ cos (p 一 cos <p 0 




-1 ； V¥ 


dt 


- t 将， (4.63) 


令 


0 



2^ 


•，0 

0 


d<p 


cos (p - cos (p 0 


则 （4.63) 可写为 


t 



2 g 


d<p 


. _=, (4.64) 

o V COS (p - COS (p 0 

这里 h 是代表摆从最大正偏离角 p = & 第一次到达 p = o 所需的 
时间.经过的时间，摆到达最大负偏离角的位置 - 外 ，然 

后，摆又开始向右端运动，这时 g >0,(4.62) 式已不能描述摆的 

运动了.故所得的解 （4.64) 只适用于的区间.对于 
z =2~之后的一段时间 （4.61) 的右端取正号，得到方程 


^ V COS (p — COS (p 0 . 

积分之，并注意到此时初值条件为时$== -%,得到 




^ tp 

•/ " 

m t 

J 2- 


d<p 


史0 


\J COS (p — cos <p 0 


2 g 


dt = {t - 2t 0 \ 


2g 


(4.65) 


0 


再注意到 


炉 0 


d<p 


o 


COS (f — cos <p 0 


% 


d(p 


0 y cos cp — COS (p 0 


可将 (4.65) 写为 
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卜 3 WAf V- 吒 —— • (4 . 66) 

^ ^6 Jo ^ COS <P — COS (p 0 

当 / =4 心时，摆又回复到%，然后又向左端运动 .（4.66) 在区间 
2心上适用.在区间上摆的运动又由方程 
(4.64) 描述.摆在 少=外和 - %之间做周期性的摆动，所以，我 
们只需就区间讨论摆的运动已足够了.摆从外到 
9= 的摆动情况由方程 (4.64) 描述； 而摆从再到史= 


%的摆动情况由方程 (4.66) 描述.积分 f d< P 是不能用 

V cos <p - oos <p Q 

初等函数表示出来的，这是一个椭圆积分.我们可将这里得到的结 
果与前面用 p 近似 sin p 所得的线性微分方程的结果作一个比较， 
就知此处非线性的情形比线性化了的情形复杂得多了. 

(3) 齐次线性微分方程 

+ a w (0 工 = 0. (4.2) 

我们知道，方程 (4.2) 的求解问题归结为寻求方程的；2个线性无 
关的特解，但如何求这些特解呢？没有普遍的方法可循.这是与常 
系数线性微分方程的极大差异之处.但是我们指出，如果知道方程 
的一个非零特解，则利用变换，可将方程降低一阶;或更一 般地若 
知道方程的々个线性无关的特解，则可通过一系列同类型的变 

换，使方程降低 々阶. 并且新得到的 n - k 阶方程也是齐次线性 
的. 

事实上，设： c , ，: r 2 ，…，: r * 是方程 （4.2) 的6个线性无关解，显 
然4关00 = 1，2，〜，0,令1 = ：*^，直接计算可得 

x - J^ky + 2x k y + x k y. 


x 


j^ky 


+ 


nx h y 


n 




y 
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将这些关系式代人 (4.2), 得到 

^ k y in) + [ + a x { t ) x k ] y U ~ l) + 

+ [ x * n) + a 〗 jri n l) + …+ a n x k ]尸0， 

这是关于 j 的《阶方程，且各项系数是〖的已知函数，而^的系 
数恒等于零，因为^是 （4.2) 的解.因此，如果引入新未知函数 

z = 并在的区间上用々除方程的各项，我们便得到形状 
如 

z (n ~ l) + 6,( t ) z ( n ~ 2 ) 十… — (4.67) 

的 rz _ 1阶齐次线性微分方程. 

方程 (4.67) 的解与 （4.2) 的解之间的关系，由以上变换知道为 

z = y = (§- k ) ，或 i = 之 d ， •因此，对于方程(4.67)，我们就知 

/ 

道它的 6-1 个线性无关解^ = (^) 0 = 1，2^..4-1). 

事实上，义，义是方程 (4.67) 的解，这一点是显然的. 
假设这 A - 1个解之间存在关系式 


或 


其中 




a 2 z 2 



+ % 一卢 0, 




+ … + a*-! 




f 


q ， a 2 ，…，是常数.那么，就有 



« i^：i 十 ar 2 x 2 + … + 十 a k x k =0 f 

由于 a ， a : 2 ，…， x * 线性无关，故必有 q = a 2 =…〜= 0.这就是 
说 h ， z 2 ,“ •，之卜丨是线性无关的. 


因此，若对方程 (4.67) 仿以上做法，令 z = z k ^ x [ ad ，， 则可将 
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方程化为关于 W 的《 - 2阶齐次线性微分方程 

u {n ~ 2) + c , (/) u (n ~ 3) + … + r rt _ 2 ( f ) M =0， (4.68) 

并且还知道方程 (4.68) 的々 -2 个线性无关解 

w, — ( ^ — 1,2,***,^ ~2. 

由上面的讨论我们看到，利用 A 个线性无关特解当中的一个 
解可以把方程 (4.2) 降低一阶，成为 w - 1阶齐次线性微分方 
程(4.67)，并且知道它的々-1个线性无 关解； 而利用两个线性无 
关解 A ，则可以把方程 (4.2) 降低两阶，成为《 -2 阶齐次线 
性微分方程 （4 .68)，同时知道它的 k -2 个线性无关解.依此类 
推，继续上面的做法，若利用了方程的 A 个线性无关解 x ,, 七，…， 

x * ,则最后我们就得到一个 n - k 阶的齐次线性微分方程.这就是 
说把方程 (4.2) 降低了 々阶. 

特别地，对于二阶齐次线性微分方程，如果知道它的一个非零 
解，则方程的求解问题就解决了. 

事实上，设1 = 4^0是二阶齐次线性微分方程 

~^T ^ p(t + q ( t)x = 0 (4.69) 

的解，则由上面讨论知道，经变换：后，方程就化成 

% 

+ \ 2 x \ + p ( t ) x x ]^ = 0, 

这是一阶线性微分方程.解之得 

^ = c \e~l p(t)dt , 

A 

因而 

工 = x,[c, + cf 々 e 小⑴山 dr], (4.70) 

JO I 

这里是任意常数. 
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取 q =0， c = 1 ，我们得到方程 (4,69) 的一个特解 

x = x x ~^e] p(0dr ch, 

J jc x 

它与 ^ 显然是线性无关的，因为它们之比不等于常数（见习题 
4.1 第1题）.于是，表达式 (4.70) 是 (4.69) 的通解，它包括了方程 
(4.69) 的所有解. 

例4已知 ： r = __£ 是方程 : r 〃+|/ + o ： = 0 的解，试求方程 
的通解. 

解 这里户（0 = |,由（4.70)得到 



sin t / x 1 / 、 

= - \Ci — ccot t) — — (c, sin t - ccos t ), 

其中 Cl , c 是任意常数，这就是方程的通解. 

4.3.2 二阶线性微分方程的幂级数解法 


由上面讨论知道，二阶变系数齐次线性微分方程的求解问题 
归结为寻求它的一个非零解.由于方程的系数是自变量的函数，我 
们不能像 §4.2 那样利用代数方法去求解.但是，从微积分学中知 
道，在满足某些条件下，可以用幂级数来表示一个函数.因此，自然 
想到，能否用幂级数来表示微分方程的解呢？下面就来讨论这一 
问题.首先看两个简单的例子.按照微积分学的一般习惯，这里也 
以 y 表示未知函数，而以 x 表示自变量. 

例5求方程 y ' _ jrjy =0的通解. 

解 设 

y = a 0 a { x a 2 Jo 2 + …+ a n x n + … (4.71) 

为方程的解，这里 a , (!• = 0,1,2,…， n ， …）是待定常数，将它对 ： c 
微分两次，有 
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y / = 2 9 la 2 + 3 9 2 a 3 x + ••• + «(«- \ ) a n x n l 十 (n + 1 ) na n ^ t x n ! 十 ••• 

将 J ，/ 的表达式代人方程，并比较: T 的同次幂的系数，得到 
2.1a 2 =0 ， 3 # 2a j - a 0 = O f 4 # 3a 4 — = 0, 

5 # 4a s 一 a 2 = 0, … 

或一般地可推得 


_ a o 

3 * — 2.3.5.6 — .（3卜1).!^， 


一 a i 

a3 * M — 3「4.6 — : 7 二 

a 3k^2 = Of 


其中^，…是任意的，因而 


y =a 0 


x 


3 


X 


6 


2-3 2-3-5-6 


+ … + 


x 


3n 


2 % 3 % 5 % 6 # "•••(3 w — 1).3« 


鑭 

m 


+ fll L^ r + 3 7 4 + 石 7 + … + 十 —1) + … J • 

这个幂级数的收敛半径是无限大的，因而级数的和（其中包括两个 
任意常数&及便是所要求的通解. 


例6求方程/ - 2xy - 4^ = 0的满足初值条件 ： y (0) = 0及 
/(0) = 1 的解. 

解设级数 (4.71) 为方程的解.首先，利用初值条件，可以得 
到 


因而 







y— x ^ a 2 x 2 + 〜？ + ••• + a n x n + … 
y + 2a 2 X 十 3a 3 jr 2 十 ••• + na n x n ~ 1 + ••• 

y f = 2 a 2 + 3,2<2 3 工 + • ••十 n(n ^ 1 )a n jo M 2 + 

将 y ， y ,/ 的表达式代人原方程，合并: r 的各同次幂的项,并令各 
项系数等于零，得到 


參 
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a 


2 




0,a 3 = 1 ,a 4 =0, 


2 




n 


一 1 


a 


2 


因而 


a 


5 


2!， 






0 ， a 7 — 


6 3!， 


a 


8 


= 0 , 



最后得 

_ 1 1一1 - 
a2 * + 1 = T . U - l )!— IT ， a2 * 一 

对一切正整数々成立. 

将 a ,( z =0， l ,2, …）的值代回 （4.71) 就得到 



这就是方程的满足所给初值条件的解. 

是否所有方程都能按以上方式求出其幂级数解？或者说究竟 

瓤 

方程应该满足什么条件才能保证它的解可用幂级数来表示呢？级 
数的形式怎样？其收敛区间又如何？这些问题，在微分方程解析 
理论中有完满的解答，但因讨论时需要涉及解析函数等较专门的 
知识，在此我们仅叙述有关结果而不加证明，若要了解定理的证明 
过程，可参考有关书籍 [13] 

考虑二阶齐次线性微分方程 

^ + />( x )^+ q ( x)y = 0 (4.72) 

及初值条件%及 / u Q ) = y Q 的情况 • 

不失一般性，可设 a =0,否则，我们引进新变量/ = x - x 0 , 
经此变换，方程的形状不变，但这时对应于工 = ： r 。 的就是 t 0 =0 
了.因此，今后我们总认为 ^ o =0. 

定理10 若方程 (4.72) 中系数/ >( x ) 和 g ( a ：) 都能展成 > r 的 
幂级数，且收敛区间为 Ul < i ?， 则方程 (4.72) 有形如 
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(4-73) 


y= 2 a 〆 

fi = 0 

的特解，也以 lxl< 尺为级数的收敛区间. 

在上两例中方程显然满足定理的条件，系数- I , -21 和-4 
可看作是在全数轴上收敛的幂级数，故方程的解也在全数轴上收 
敛.但有些方程，例如《 阶贝塞尔方程 

+ * r ^^+(: c 2 - /1 2 )尸0’ (4.74) 

这里 n 为非负常数，不一定是正整数.在此 p ( x )= l , q ( x ) = l - 

0 C 

4 .显然它不满足定理10的条件，因而不能肯定有形如 (4.73) 的特 

X 

解.但它满足下述定理11的条件，从而具有别种形状的幂级数解. 

定理11 若方程 （4.72) 中系数 MxhgU ) 具有这样的性 
质，即邛（工）和均能展成： r 的幂级数，且收敛区间为 UI 
< R ， 若 &关0,则方程 (4.72) 有形如 

oo 

y = j：a ^ a n^ n » 

n = 0 

即 

备 

oo 

3^= 2 (4.75) 

it — 0 

的特解，《是一个待定的常数.级数 （4.75) 也以 111 <尺为收敛区 
间•若 a 。 =0,或更一般地， a , = 0( !• = 0,1，2 ,…， w — 1) ，但 a m ^ 

0,则引人记号#= a + m ， b k = , 则 

OO OO OO 

_ cr 、 n _ + m 飞 k Q \ 飞 ,k 

y~ X 2j a n^ -X 2^ a m + 〆 ~ X Zj b k 工， 
n- m 4 = 0 k-Q 

这里 = 关0,而仍为待定常数. 

例 7求解 W 阶贝塞尔方程 (4.74). 

解 将方程改写成 
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dx 2 icLr 十： r 2 - V U ， 

易见，它满足定理 11 的条件 ，II xp ( x ) = I , x 2 q ( x ) = x 2 - w 2 , 按 
JC 展成的幂级数收敛区间为 - 00<0：< + oo , 由定理11，方程有形 
如 

0O 

尸2 a〆 。 (4.75) 

* = 0 

的解，这里〜关0,而〜和 a 是待定常数.将 (4.75) 代人 (4.74) 中， 
得 


X 2 ( a + k)(a + k - 1) a k x a * * 2 

i 

oo 

+ x (a + k )a k x a 1 

务 =1 


+ (x 2 - n 2 ) 2 a/〆* =0 ， 

* = o 

把 X 同幂次项归在一起，上式变为 

0O 

[(a + 々 ）（a + 々 - l) + (a + 々） -y? 2 ] a k x°" k 
* = o 

+ … 2 =0. 

是 = 0 

令各项的系数等于零，得一系列的代数方程 

a 0 [ a 2 - n 2 ] =0 9 
aj[(a + l ) 2 - w 2 ] = 0, 
a k [(a + k) 2 - ti 2 ] + a k _ 2 ~0 y 

k =2,3, … 

因为 a 。 关0,故从 (4.76) 的第一个方程解得的两个值 



(4.76) 


a = n ft a = - n . 

先考虑 a = w 时方程 （4.74) 的一个特解.这时我们总可以从 
(4.76) 中逐个地确定所有的系数心.把 a = „ 代人 ( 4 .76), 得到 
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a , =0, 


a ‘ 


a k -2 


，々=2,3, 


k(2n + k) 

或按下标为奇数或偶数，我们分别有 

_ 卜 1 
fl2 * M ~\2k + l)(2n +2^1) 




务=1，2, 


a 


V aik ^lk{2n^lkV 


2 k -2 


从而求得 


«2*-1 =0， 々 = 1,2, 




^0 


2 2 .l(n + 1 )， 


a 4 = ( - l) 


2 


a 0 


2 4 # 2! (w + l)(w+2) 


a 


6 


(- 1 ) 


a 


o 


2 6 .3! (w + l )(， z +2)( rz +3)’ 


一 * 般地 


a 


2k 


(-D 


k 


a 0 


2 2k # k ! (n + l)(w + 2)*--(w + k) ^ 
将各 ^ 代人 (4.75) 得到方程 (4.74) 的一个解 

(一 1)*<2 0 


々=1，2, 


3^1 - 


2 2k • k] + 1)(” + 2) *•• ( n + k) 


X 


2k ^ n 


(4-77) 


既然是求 （4.74) 的特解，我们不妨令 

1 


a o ~ 


2 n r ( ?i + i) J 


其中函数 ru ) 定义 如下: 


当 5> o 时， r ( s ) 




oo 


: r^eicLr; 当 s <0 且非整数时，由 


0 


递推公式 r ⑴ = T r (出) 定义. 
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r ( d 具有性质 

r(s + 1) = 5 r ( s ) ; r(w + i ) = w !， w 为正 整数. 


而 (4.77) 变为 


uo 


_ ( - l) k (工 

yi ~ ^ 0 k\ ( W +^)-(/I+l)f( ； 2+f)U 


2k ^ n 


注意到 r 函数的性质，即有 


: Vi 


s 

k - 0 


(一 1 广 


X 


2k + n 


! r(n + ^ + 1)\ 2 


SA ^ c ) 


J „ (: r ) 是由贝塞尔方程 （4.74) 定义的特殊函数，称为 n 阶贝塞尔 


函数. 

因此，对于〃阶贝塞尔方程，它总有一个特解 J„(*r). 为了求 
得另一个与 J „( i ) 线性无关的特解，我们自然想到，求时 
方程 (4.74) 的形如 


_ 、 - « + ▲ 
yi - 2 ^j a ^ x 

是 

的解，我们注意到只要 《 不为非负整数，像以上对于 a = « 时的求 
解过程一样，我们总可以求得 

a 2 ^i =0 ， k = 1 ,2,… 


a lk = ( 一 1 ) 


k 


(2() 


^k\ ( — w + 1)( — n +2)-..( - w + 是 ）’ 


k = \,2. 


使之满足 (4.76) 中的一系列方程，因而 


CiO 


_ 、 _ (- 1)^0 _ 

) 2 a ° X 2 ik • k !~ ( - n + 1)( 一 w + 2)”-( - n + k) 


x 


2k- n 


(4-78) 


是 (4.74) 的一个特解.此时，若令 


a 


° 2” r (一 n + i )， 


则 （4.78) 变为 


yi 


2 


0 


(- (X 

F ( — 71 + ^ + 1 ) \ 2 


2k - n 


1 J - ” （ X ) ， 
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]_„( JC ) 称为 - n 阶贝塞尔函数. 

利用达朗贝尔判别法不难验证级数 (4.77) 和 (4.78) 对于任何 
: r 值（在 (4.78) 中： r 关 0) 都是收敛的，因此，当 rz 不为非负整数 
时丄（: r ) 和都是方程 （4.74) 的解，而且是线性无关的，因 
为它们可展为由： r 的不同幂次开始的级数，从而它们的比不可能 
是常数.于是方程 (4.74) 的通解可写为 

y= cj„(x) + c 2 J_” （ j ：)， 

这里 C 1 > C2 是任意常数.此情形的 J „(: c ) 和 Ji (: r ) 称为第一类贝 

塞尔函数. 

当 n 为自然数时，虽然仍可由 （4.76) 求出 a 2k (k = n + l 9 n + 
2 ,…），任意，但容易验证，由此得到的与 Jr ) 线性相 
关，为了求出与 J ,, U ) 线性无关的另一个特解，要用其他方法，所 
求得的特解称为第二类贝塞尔函数，在此不作深人介绍. 


9 


例8求方程 JC 2 y ' + jc ：/ + f 4 jt 2 - 方= 0的通解 


解 引人新变量 r =2: r , 我们有 

dy _dydt _ 9 

■ —III ■ 

dx dt da : d / 


_ d 


2 


dx dt 
将上述关系式代人原方程，得到 




dt 

djr 


4 




y ^ 


9 


dt 


dt 


t2 ~25^ y = 0y 


(4.79) 


这是 


3 

y 


的贝塞尔 方程. 由例 7 可知，方程 (4.79) 的通解可表为 


： y = cjlit ) + c 山 2 (/), 

5 5 

代回原来变量，就得到原方程的通解 

y = c,Jl (2 x ) + c 2 J_l (2 x ) , 

5 5 

其中 Cl ， c 2 是任意常数. 
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4.3.3 第二宇宙速度计算 


作为这一节的应用， 我们汁 算发射人造卫星的最小速度，即所 
谓第二宇宙速度.在这个速度下，物体将摆脱地球的引力，像地球 
一样绕着太阳运行，成为人造行星. 

让我们首先建立物体垂直上抛运动的微分方程.以 M 和 w 
分别表示地球和物体的质量.按牛顿万有引力定律，作用于物体的 
引力 F (空气阻力忽略不计）为 


F = k 



(4.80) 


这里 r 表示地球的中心和物体重心之间的距离，々为万有引力常 
数.因此，物体运动规律应满足下面微分方程 

d 2 r f mM 


或 

d 2 r _ t M , 、 

-- k 7 ， (4.81) 

这里的负号表示物体的加速度是负的. 

设地球半径为 R(R = 63 X 10 5 m ), 物体发射速度为，因 


此，当物体刚刚离开地球表面时，我们有 r = R % ~= %，即应取 
初值条件为 


当/ = 0时，厂=尺,芳= vv 

方程 (4.81) 不显含自变量〖，应用 4.3.1 讨论过的方法， EP 令 
V ，把方程降阶成为一阶方程 


解得 
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v 1 

-^- = kM — 

2 r 

注意到这时初值条件为 r = 尺时， V 。利用这些数据即可决定 
常数 

_ V 2 o kM 
C ~T ~R~ J 


因而 




kM\ 


(4.82) 


V 2 


因为物体运动速度必须始终保持是正的，即 t 〉 o , 而随着 r 的不 
断增九量，得任意小.因此，由式 (4.82) 看到，条件 


对所有的 r 都成立，只有不等式 

孕令 0, 



成立.因而最小的发射速度由下面式子 决定: 


在地球的表面，即 



(4.83) 


r = R 时，重力加速度为 g(g = 9 .Sl m / s 2 ), 由 


此根据（4.80)，就有于是 々 M = ^ 2 .以此代人 (4.83) 得 

1\ 

到 


= = 72 X 9.81 x 63 x 10 5 〜 11.2 x 10 3 m / s , 

我们通常所说的第二宇宙速度指的就是 V 。= 11.2 km / s 这个 
速度. 


1. 求解下列 方程: 
• 182 - 


习题 4.3 $ 



(1) ， = 忐 (这里 /= 裝，， = 佘 ，以下同); 

( 2 ) : rr " - ( jt ’ ) 2 + ( j :’ ) 3 = 0 ; 

( 3 ) ^ + y ~ ~ ( J * ) 2 = 0 ; 

1 - x 

( 4 ) x " + \/ 1 ~ (x ) 2 ― 0 ; 

( 5 ) ^+ [1 + (/) 2 ] 3/2 = 0 ( 常数 a ^ O ); 

( 6 ) + 提示： 方程两端除以，）. 

2 . 用幂级数解法求解下列 方程： 

(1) + ^jr +jr=0,jr(0)=0,j ： '(0) = l; 

(2) (l - ()jr"+jr = 0; 

( 3 ) : r " - 

3 . 求解贝塞尔方程 

t 2 JC^ + tjc' + ( Z 2 ， j ) JT = 0. 

(提 示: r ( j )= A .) 

4 . 一个物体在大气中降落，初速度为零，空气阻力与速度的平方成正比 
例，求该物体的运动规律. 

5 . 试证： 对于二阶齐次线性微分方程 

JC ，r + p(t)x / + q{t)x = 0, 

其中 /> U )， gU ) 为连续函数， 

( 1 ) 若 MOe - 吋 （ f ), 则 1 = ^是方程 的解； 

( 2 ) 若存在常数 m 使得 m 2 + mp{ ^ ) + <?( f )^ 0 , 则方程有解 x = e mt . 

( 3 ) 若^ ( r ), x 2 ( 0 是方程的两个线性无关的解，则方程的系数 p ( t )， 
9 ⑴由 x ,( 0 ，： r 2 ( Z ) 唯一确定，且没有共同的零点. 

6 . 求解方程 Ar " - 2(1 + /)^ / + ( 2 +^)j = 0 (/ 7 ^ 0 ). 

7 . 假设 ^(“ Ci ， f 2 ，…， G -* ) 是方程 （ 4 . 58 ) 的通解，而函数 中 { t ， c ' ， 
c 2 ，… ， c ” ）是 * r ⑴ =， c 2 ，•••， c "_*) 的通解，试证 ， c , , c 2 ，…， c n ) 就 
是方程 （ 4 . 57 ) 的通解，这里 q , c 2 ， c , 为任意常数. 
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本 蠹穿刃 as 

本章着重介绍了线性微分方程的基本理论和求解方法，主要 
结论可概括 如下： 

1. 关于解的性质 

线性微分方程的解的性质，主要是：（1)齐次线性微分方程的 
解的叠 加性； （2) 非齐次线性微分方程的解的叠 加性； （3) rz 阶齐 
次线性微分方程的所有解构成一个 n 维线性 空间； （4) 基本解组 
的以任意常数为系数的线性组合构成齐次线性微分方程的 通解; 
(5) 非齐次线性微分方程的通解可表为它的一个特解与对应齐次 
线性微分方程的通解 之和； （6) 线性微分方程的通解包括了该方 
程的所有解.这些性质是线性微分方程所特有的. 

2. 关于求解的方法 

关于线性微分方程的解法，我们主要介绍了五种较常用的方 
法，它们是：（1)求常系数齐次线性微分方程的基本解组的特征根 
法（或欧拉待定指数函数 法）； （2) 求常系数非齐次线性微分方程 
的特解的待定系数法和拉普拉斯变 换法； （3) 求一般非齐次线性 
微分方程特解的常数变 易法； （4) 求一般二阶齐次线性微分方程 
的幂级数解法. 

特征根法的要点是把微分方程的求解问题化为代数方程的求 
根 问题； 拉普拉斯变换法则首先将线性微分方程转换成复变数的 
代数方程，再由拉普拉斯变换表或反变换公式求出微分方程 的解; 
待定系数法用于方程右端 / U ) 是某些基本函数的情况，常见的 
有：多项式、指数函数、正弦（或余弦）函数以及它们的某种乘积组 
合.待定系数法和特征根法的特点就在于不需通过积分运算，而只 
要解代数方程或加上微分运算即可求得微分方程的解.我们一定 
要记住常系数线性微分方程所固有的这种特性. 

幂级数解法的思想和待定系数法有类似之处，所不同者，前者 


待定的是级数的系数，因而通常计算量较大.其实幂级数解法适用 
二阶以上的高阶齐次线性微分方程与非齐次线性微分方程，也能 
求其特解或通解，特别是通过幂级数解法求解某些特殊方程而产 
生出某些特殊函数形式的解，例如，求解贝塞尔方程产生出贝塞尔 
函数； 求解勒让德方程 

( 1 - jr 2 ) y f/ - 2 xy + w ( w - i ~ l )^ = 0 (w 为常数） 

而产生勒让德多项式等，它们都在现代物理中有非常重要的地位, 
这更体现了幂级数解法的重要意义和应用价值.希望深入学习和 
研究的读者可参阅有关书籍 [13tl4] . 

不同的方法用于不同类型的方程，这是应用时必须特别注意 
之点. 
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第五畐 

线性微分方程组 


我们在第一章中可以看到在相当广泛的实际应用问题中，比 
较复杂的数学模型都将会导出多于一个微分方程的方程组，而且 
通过某些简化的假设和适当的变换，这种方程组又可化为一阶线 
性微分方程组.本章研究线性微分方程组的理论.类似于第四章所 
指出过的，在微分方程的理论中，线性微分方程组是非常值得重视 
的一部分内容.为了研究这些线性微分方程组，我们引进向量和矩 
阵的记号，并广泛利用线性代数（向量空间和矩阵代数）的结果.很 
多微分方程的理论只有借助于线性代数的知识才可以作出适当和 
充分的解释，希望读者能很好地领会这一章的内容.作为本章所得 
的每一个结果的特殊情形，都可以得到第四章已讨论过的髙阶线 
性微分方程的一个相应结果. 

§5.1 存在唯一性定理 


5.1.1 记号和定义 


我们考察形如 

= a" Uk + a l2 (0 ： r 2 + …+ a ln ( / ) 工 "+ /, ⑴ 

< = a 21 ( r ) + a 22 ⑴ A + …+ a 2 ” ⑴ 十 / 2 (0 

= a nX {t)x x + a” 2 U)x 2 + …+ U):c” + /" ( O 


(5.1) 
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的一阶线性微分方程组，其中已知函数 a ,(0(2 ，i = l ,2,-, n ) 
和/:(/)(/ = 1，2,…， n ) 在区间 a ^ t <： b 上是连续的，方程组 


(5.1) 关于 ,: r 2 ,… 

, x n ^ Lx \ 

/ 

售 • « 

t 上2赘 

，: T ；； 是线性的. 

我们引进下面的记号. 




~ a n ( t ) 

a 12 ( , ) 

… a ln ( t) n 

A ( t ) = 

di \ U ) 

♦ 

警 

• 

a 22 ( t 、 

» 

• 

齡 

… a ln { t ) 

秦 

m 

豢 


^ n \ U ) 

〜2(0 

… a nn ( t)j 

这里 A ( f ) 是 w X w 

矩阵，它的元是 

，个 函数& 


(5.2) 


2, …，， z ) • 


1 

_ /i ⑴] 




r / n 


/⑴ = 

flit) 

m 

鲁 

擎 

yX = 

尤 2 

參 

學 

• 

/ 

,JC = 

/ 

X 2 

• 

參 

• 

, (5.3) 









这里 / U ), JC ， JC ' 是 n XI 矩阵或„维列向量.有时为简便起见，我 
们也将 n 维列向量写为; I 维行向量的转置，如 X = (&,&,•♦•， 

) T . 

注意，矩阵相加、矩阵相乘、矩阵与纯量相乘等等性质对于以 
函数作为元的矩阵同样成立.这样一来，方程组 （5.1) 可以写成下 
面的形式 


x' = A(t)x + f(t). (5.4) 

我们引进下面的概念. 

一 个矩阵或者一个向量在区间 a « b 上称为连续的，如果 
它的每一个元都是区间 « b 上的连续函数. 

—个 w x w 矩阵 B ( r ) 或者一个 w 维列向量 m (0 

~b n (t) b l 2 (t) … b ln UY 

⑴办22(，）… b ln { t ) 

• • • 

• • » 

丸 1(0 b n 2 (t) … b nn {t)_ 
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乂⑴一 

t ' u 2 { t ) 

u ( t )= . 

蠢 

# 

”⑺ J 

在区间 a <： t < b 上称为可微的，如果它的每一个元都在区间 


上可微.它们的导数分别由下式 给出： 


B '( t ) 


b\ x {t) 

厶; 2(，） … 

b\M) 

# 

4 (，） … 

• 

^ 2n {t) 

m 

♦ 

K'(t) 

• 

< 2(0 … 

# 


'⑴ 


u \( t ) 


不难证明，如果 《 X „ 矩阵 AGhBU ) 及 n 维向量 M ( d , 


V (0 是可微的，那么下列等式 成立： 

(1) [ A ( t )^ B ( t)Y = A / ( t ) + B '( t ), 

[ u ( t ) + v (/)]’ = M ’（ f ) + t ; / ( z ); 

(2) [ A ( t )* B ( t)Y = A / ( t ) B ( t )-^ A ( t ) B / ( t ); 

(3) [ A ( t ) u ( t)Y = A ， ( t ) u ( t )^ A ( t ) u ， ( t ). 

类似地，矩阵 B ( r ) 或者向量 i /( z ) 在区间 a <^ b 上称为可 
积的，如果它的每一个元都在区间 a « b 上可积.它们的积分 
分别由下式 给岀： 




* b /• b /% If 

b n ( t )d/ b n {t)dt ••- b Xn {t)dt 

a J a J a 

亀 b 广 6 广厶 

b 2 \ ( t )dt b 22 (t)dt ••• b 2n ( t)dt 
« J u J a 

# • 參 

♦擊 # 

• • # 

b nl (t)dt b„ 2 (t)dt ••- b„ H (t)dt 

a %/ <x •/ q 
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、b 


a 


⑴ cU 


(t)dt 


u 2 ( t)dt 


”⑴ ck 


现在我们给岀 （5.4) 的解的定义. 

定义1设 A (/) 是区间 a < t < b 上的连续《 x „矩阵， /( r ) 
是同一区间上的连续〃维向量.方程组 


X’ = A(t)x + f(t) (5.4) 

在某区间(这里 [ a ,^] C [ a ，6]) 的解就是向量1/(0,它 
的导数 i / U ) 在区间上连续且满足 

u(t) = A(t)u(t) ^ f(t) y 

现在考虑带有初值条件 x ( tJ=tj 的方程组 （5. 4)，这里~是 

区间 a<t<b 上的已知数， 是; 2维已知向量，在这样条件下求 
解方程组称 为初值问题. 

定义2初值问题 

x' = A(t)x + fit) , x(t 0 )= T] (5.5) 


的解就是方程组 (5.4) 在包含的区间上的解使 


得《(之。）= »!. 

例1试列出图 （5.1) 中经过 L\R L 2 的电流 h 及 J 2 应满足 
的微分方程. 

解 对回路 I 及回路 II 应用基尔霍夫第二定律（参看第一章 
§ 1.1 例1)，得到下列方 程组： 


L -^ + ^(7, -/ 2 ) = E , 

2L & + 3RI 2 + R(I 2 - 7 ^= 0 , 
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图 （5.1) 


即 

dr 

~St 2L lx T^ 2 . 

这是一个含有两个未知数厂和/ 2 的一阶线性微分方程组，为了求 
得电流1,和就应该求解这个微分方程组. 

如果令 

R R 

一 r l 

R _2R 
2L ~L 

那么上面方程组就可以写成 （5.4) 的形式 r = A / + /. 

例2验证向量 




Z l ^T l ^T 




是初值问题 



在区间 - oo < 〖< + OO 上的解. 


190 



解 显然 





因为 e 〜和处处有连续导数，我们得到 


u ， (t) = 



因此 w (0 是给定初值问题的解. 

正如在第二章所看到的，当 《 = 1 时，我们可以得到初值问题 
(5.5) 的解的明显表达式，当时，情况就复杂多了. 

在第四章中，我们讨论了带有初值条件的 n 阶线性微分方 
程的问题.现在进一步指出，可以通过下面的方法，将〃阶线性 
微分方程的初值问题化为形如 （5.5) 的线性微分方程组的初值 
问题. 

考虑《阶线性微分方程的初值问题 

\oc {n) + a, (/)x <n ” + …十 a” — , ⑴： c’ + a” ⑴ x = / ⑴， 

< , ,_ n (5.6) 

[x(/ 0 )= 7! ,JT (t 0 )~ ”2,…， x (t 0 )= rj n , 

其中 a , (O , a 2 ( f ) ，…， f )，/(，） 是区间上的已知连 
续函数，/。€[心6]， 71 ,7 2 ,*"， 7；| 是已知常数.我们指出，它可以 
化为下列线性微分方程组的初值 问题： 


f 

- 0 1 0 … 0 _ 

0 0 1 … 0 

參## • 


0 

0 

參 

(X = 

# • • • 

• 參# 鲁 

JC 十 

# 

• 

< 

0 0 0 … 1 

一 -a w (/) -a”-〆/) 一 \‘ 2 (/)… -a x (t)^ 


0 

J( t)_ 


K x(t 0 )= 1J, 


(5.7) 


其中 


191 







♦ 

F* / — 




了 2 


/ 

工 2 


72 

X = 

• 

• 

# 

n - 

,X = 

鲁 

♦ 

/ 

X„ 

1 — 71 — 1 

，1 = 

• 

籲 

參 

- Vn- 


事实上，令 

， 一 ” 一 〜 （ W-1 〉 

X x = X , X 2 = x jX 3 — JC 9 x n — X ， 

这时 

/ f / — "一 / 一 ( « - 1 ) _ 

x x ^ X = X 2J X 2 - x - - X - X n , 

x n = x (n) = - a n {t)x x - a n . x (t)x 2 - a x (t)x n +/(/), 


而且 

Xi(t 0 ) - x(t 0 ) = 7 , , x 2 (t 0 ) ~ Jc'ito)^ 7” …， 

JTn ( ^0 ) = 1} ^0 ) = 7*« * 

现在假设 0( 幻是在包含~的区间 a < t < b 上 （5.6) 的任一 
解.由此，我们得知0(0， 〆 ⑴，…，⑴在 a « b 上存在、 
连续、满足方程 （5.6) 且0(~)= 7 丨，， （/。）= 7 2 , 

7 " •令 


(pit) 


<p 2 (t) 

m 

離 

<Pn(0, 


其中 <Pl(t) = ip(t) y <p 2 (t) = ifi' (t) r mm f <p n (t) = <p (n 
. 那么，显然有炉 （~) = 此外，我们还得到 


1) 


⑴ U < 


9( t ) 


>；(0 ' 


■，⑴ ' 

沪;⑴ 

• 

• 


• 

# 

# 

< Pn - l (0 


m 

广"⑴ 

Vn(t) _ 


•m 
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(p 2 U) 

<p 3 (t) 

m 

參 

<Pn(t) 

-a x {t) tp {n n (/) -… _a” ⑴ 0 ⑴ + f(t) 

<p 2 (0 

93(，） 

♦ 

<pAO 

- a n (t)<p l (t) - a l (t)<p n (t) + f(t) 




这就表示这个特定的向量炉 （ f ) 是 （5.7) 的解.反之，假设向量 
«(0是在包含/«的区间 a <： t < b 上 （5.7) 的解，令 
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并定义函数 IV ⑴： A (/ )，由 （5.7) 的第一个方程，我们得到 
zt /(0= W ; U )= 心（/),由第二个方程得到 u 2 ( t ) = 

m 3 (/)， …，由第 n -1 个方程得到 w (n ~ l) ( t ) = u n . x { t ) - u n { t ) y 
由第 W 个方程得到 

ii /”) ⑴ =«:(，） 

= ~ a„(t)u l (t) ~ a n - ] (t)u 2 (t) - 

-a 2 (t)u n . l (t)-ai(t)u„(t) +f(t) 

= - a x {t) vu {nl) {t) — a 2 {t) vu {n2) (t) - 

- /(，）， 

由此即得 

•w (n) (t) + ai(t) it; (n ° ( O + a 2 (t) w (n ' 2) (/) 

+ … + a n (t)w(t) = f(t). 

同时，我们也得到 

w(t 0 )= u l (t 0 ) = rj Y ,••• 9 uu u ~ l} (t 0 ) = u„(t 0 ) = rj„ y 

这就是说， wU ) 是 (5.6) 的一个解. 

总之，由上面的讨论，我们已经证明了初值问题 (5.6) 与 （5.7) 
在下面的意义下是等 价的： 给定其中一个初值问题的解，我们可以 
构造另一个初值问题的解. 

值得指出的是 ：每一 个 W 阶线性微分方程可化为〃个一阶线 
性微分方程构成的方程组，反之却不成立.例如方程组 


/ 

•1 0" 


1 » 

A 

X = 


X y X — 



■ 0 1- 


■ JT 9 ■ 


不能化为一个二阶微分方程. 

% 

*5.1.2 存在唯一性定理 

本节我们研究初值问题 

x ' = A ( t)x f ( t ) , x ( t 0 ) = T ] (5.5) 

的解的存在唯一性定理.类似于第三章，我们通过 ft 个小命题, 
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采用逐步逼近法来证明定理.因为现在讨论的是方程组（写成向 
量的形式），所以有些地方稍微复杂些，而且要引进向量、矩阵的 
“范数”及向量函数序列的收敛性等概念；然而由于方程是线性 
的，所以有些地方又显得简单些，而且结论也加强了.总之，我们 
要比较第三章中的证明和现在的证明的异同，从对比中加深对 
问题的理解. 

对于 n X n 矩阵 A = [〜]„“*« 维向量 1 = (:^ ，工 2 ,…， 
l ) T ， 我们定义它的范数为 

II A || = 2 I 〜 | ， || jc || = 2 | j :,. | . 

I , ) = 1 i*l 

设 A , B 是矩阵， u 是 n 维向量，这时容易验证下面 
两个性质： 

1° II AB II < II A || • II B II , 

II Ax || < || A || • II Jr II ； 

2 。 || A + B || < || A || + || B || , 

% • 

jell + II j II . 

向量序列 I Xtl ， = ( JC 1A , X 2 A ，…， 〜 V 称为收敛的，如果对 
每一个 f ( / = 1，2,…，《 ) ，数列 UJ 都是收敛的. 

向量函数序列丨 4 (01.^(^) = ( x lk ( t ) 9 x lk (£)，•••， 
：^( r )) T 称为在区间上收敛的（一致收敛的），如果对于 
每一个 i(i = l ,2, …，; I), 函数序列在区间 a < t < b 上是 
收敛的（一致收敛的）.易知，区间 a < t < b 上的连续向量函数序 
列的一致收敛极限向量函数仍是连续的. 

oo 

向量函数级数 Z 为在区间 « b 上是收敛的 

务=1 

(一致收敛的），如果其部分和作成的向量函数序列在区间 
上是收敛的（一致收敛的）. 

判别通常的函数级数的一致收敛性的魏氏判别法对于向量函 
数级数也是成立的，这就是说，如果 
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I X k (t) II a^t^b , 


而级数是收敛的，则 &(/) 在区间 a « b 上是一致 

*-i *= i 

收敛的. 

积分号下取极限的定理对于向量函数也成立，这就是说，如果 
连续向量函数序列 UJ /)| 在区间 a < t < b 上是一致收敛的，则 

rb 广 6 

lim x k ( t)dt = lim x k (t )dt . 

Ja 身一 00 

注意，以上谈到的是向量序列的有关定义和结果，对于一般矩 
阵序列，可以得到类似的定义和结果. 

例如，矩阵序列 I A , 丨，其中，称为收敛 

的，如果对于一切〖，^ ^ ^广^心数列心^丨都是收敛的. 

无穷矩阵级数 

oo 

A k = A t + A 2 + ### + A* + … 

i * 1 

称为收敛的，如果它的部分和所成序列是收敛的. 

如果对于每一个整数々， 

II A k II <M*, 

00 cc 

而数值级数是收敛的，则^ A a 也是收敛的. 

*=1 *=1 

oo 

同样，可以给出无穷矩阵函数级数 X 的一致收敛性 

的定义和有关结果. 

关于矩阵序列的有关定义和结果，我们在 5.3.1 中将会用到. 
总之，上述一切都是数学分析有关概念和结果的自然推广，证 
明也和数学分析相类似.读者可以作为练习详细推演一下. 

现在讨论存在唯一性定理. 

定理 1( 存在唯一性定理）如果 A ( t ) 是 n x „矩阵，/(〖）是 
w 维列向景，它们都在区间 a « b 上连续，则对于区间 a « 
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ft 上的任何数 ~ 及任一常数 n 维列向量1|，方程组 

. jc ' = A ( r)x + fit ) (5.4) 

存在唯一解炉 （ O , 定义于整个区间上，且满足初值条件 

9(h) = 巧 . 

类似于第三章，我们分成五个小命题来证明. 

命题 1设炉（（）是方程组 （5.4) 的定义于区间 a < t < b 上且 
满足初值条件炉（心）=1?的解，则炉 （0 是积分方程 

x (/)= ij + [ A ( s ) x ( s ) + f ( s)]ds y a ^ t^b (5.8) 

J’o 

的定义于 a < t < b 上的连续解.反之亦然. 

证明完全类似于第三章，兹不赘述. 

现在取构造皮卡逐步逼近向量函数序列如下： 

炉 0 (，） = »?， 

< a<t<b 

队 （/) = + [ A ( s ) q > k . l ( s ) + f ( s)]ds (k = 1，2, …）. 

, j’o 

(5.9) 

向量函数仏（/)称为 （5.4) 的第 fc 次近似解. 应用数学归纳法立刻 
推得命题 2. 

命题 2对于所有的正整数々，向暈函数 rU ) 在区间 
上有定义且连续. 

命题 3向量函数序列在区间 a < t < b 上是一致收 
敛的. 

证明 考虑向量函数级数 

oo 

炉0(，）+ [%(，）一 9,-1 (，）]， « b ， (5.10) 

>=I 

山于级数 （5.10) 的部分和为 

k 

炉 0 (/)+ XI [炉 ,（，） 一趵 = 队（0， 
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因此，要证明序列在 « b 上一致收敛，只须证明级数 
(5.10) 在 a < t < b 上一致收敛就够了.因为 A ( f ) 和 /( r ) 都在闭 
区间 a«b 上连续，所以 il A (0 II 和 II f ( t ) II 都在 «b 
上有界.设 L 和 K 是大于零的常数，使得 

II A(t) || <L, || fit) || <K, a«b ， 

并取 Af=UI ij || + iC . 下面我们只证明序列丨扒 （ f )| 在区间 
t < b 上一致收敛，在区间上一致收敛可以类似地加以 
证明.为此，我们进行如下的估计，由 （5.9) 有 

I ! II ^ II A ( s )< p 0 ( s ) + f ( s ) || ds 

J/ o * 

^ [II A ( s ) ip 0 ( s ) || + || f ( s ) || ]ds 

< f [L || t ] || + K]ds = M ( t - t 0 ) 9 (5.11) 
及 

II ( p 2 ( t ) ~ ( pi ( t ) || ^ II A ( s )[ q > i ( s ) - ^> 0 ( 5 )] II ds , 

利用 （5.11) 得到 


II - qf x { t ) || <L M { s - t 0 )ds = ^ y-(t - t 0 ) 2 . 

Jr 0 Z! 

现设 

II < P } ( t ) - || ― (t - t 0 ) J 

J • 

成立，则由 （5.9) 当 t 0 « b 时，有 

II Vj + liO ^ II ^ II A ( 5 ) [ ( ^ ) ~ ^ - 1 ( 5 ) ] II ds 

r mi i ' 1 

— q — (s - t 0 ) J ds 

J ’八 J • 


ML 


1 )! 


，一， 0 V 


參 
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于是，由数学归纳法得到，对于所有的正整数々，有如下的 估计： 

\4T 1 • 

II ~ <Pk~i(0 11^ —— (t ~ t 0 ) i f tQ^t^b $ 

(5.12) 

由此可知，当时， 

II q> k (t) - || ^ (6 - t 0 ) k . (5.13) 

但是， （5.13) 的右端是正项收敛级数 

M + L k (b ~ t 0 ) k 

L k^\ k - 

的一般项，故由向量函数级数一致收敛的魏氏判别法，级数 （5.10) 
在 t 0 « b 上一致收敛，因而向量函数序列 | R (/)|也在 
^<6上一致收敛.命题3证毕. 

现设 

\im(p k (t) = q>(t) , 

因为少（丨）是队 （ r ) 的一致收敛极限函数，所以 < p ( r ) 也在区间 
上连续. 

命题 4 是积分方程 (5.8) 的定义在区间 a < t < b 上的 

连续解. 

证明由1队 （ Ol 在 a < t < : b 上一致收敛于 pU ), 以及 
為（0的连续性，推知序列丨4(0%0)|在区间上一致 
收敛于 A ( s ) pU ). 

对于 (5.9) 两边取极限得到 

m t 

lim q> k (t) = t| + lim [ A ( s)q> k ^ x (s) + /( s) ]ds 

一 一 

= 巧 + [ \in\A(s)<p k . l (s) ^ f(s)]ds , 

久0 一 

即 


= i | + 


0 


^A(s)(p(s) + f(s)]ds , 
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这就是说， pU ) 是积分方程 （5.8) 的定义在区间 a < t < b 上的连 
续解.命题4证毕. 

命题5 设 y /(0 是积分方程(5.8)的定义于《<£<6上的另 
一个连续解，则 9( t 、= 

证明 我们首先证明 VKO 也是序列丨叭 （ r )| 在 a < t < b 上 
的一致收敛极限函数.根据 (5.9) 及 


^(t) = IJ + 


, A ( s )\ ff ( s ) f ( s )] ds , 


像命题 3 进行的估计一样，可以得到下面的估计式 

II 叭 G )- 妒 （ r ) || - t 0 ) k + 1 9 t Q < t < b ， 

因此，在上，有 


ML k 


II <p k (t)~ v(t) || < (是 + }〉! (/， — / 0 ) 


ML 


k 


我们知道，以 1 为公项的级数是收敛的，故当 

— 时， d^yr (6 W +1_ 


+0,因而 ％(/)在 t 0 ^ t^：b 上一 


致收敛于 V (0 .根据极限的唯一性，即得 

9(0 = y /( t ) ， U « b . 
对于可以类似地证明.命题5证毕. 


综合命题1〜5,即得到存在唯一性定理的证明. 

< 

值得指出的是，关于线性微分方程组的解 pG ) 的定义区间是 
系数矩阵 A ( r ) 和非齐次项/(0在其上连续的整个区间 a « b . 
在构造逐步逼近函数序列丨 A (01 时 ， A (/) 的定义区间已经是整 
个不像第三章对于一般方程那样，解只存在于， 0 的某 
个邻域，然后经过延拓才能使解定义在较大的区间. 

注意到 5.1.1 中关于《阶线性微分方程的初值问题 （5.6) 与 
线性微分方程组的初值问题 (5.7) 的等价性的论述,立即由本节的 

存在唯一性定理可以推得关于”阶线性微分方程的解的存在唯 
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一 性定理（即第四章的定理 1). 

推论如果 a , (f )， a 2 ( f) ， …， f ) ，/( r ) 都是区间 
6 上的连续函数，则对于区间 a < t ^ b 上的任一数~及任意的 
V \ ， Vl ， …， 1 In ，方程 

x {n) + aj，)/” -1 ) + … + a w _j ( ^ )^ + a n (t) x = fit) 

存在唯一解定义于整个区间 «b 上，且满足初值条件 

w (/ 0 ) = 7 l ^ W = 72，“、加（” "(，0) = 



1. 给定方程组 


/ 

_ 0 1- 


m _ 

了 1 

X = 

-一 1 0 - 

JC, X = 

. X 2 - 



(1) 试验证 «|(0 = 


m COS t m 

■ — sin t - 


v (t) = 


m sin t m 

- COS t - 


分别是方程组 （*) 的满 


足初值条件 «(0)= 

L () J 

(2) 试验证 w(t) = 


v (0)= 


的解 ; 


4 11(0 + 0 奴（〖）是方程组 （* )的满足初值条件 


w (0 ) = 


的解，其中 Ci ， C 2 是任意常数 . 

Lc 2 J 


2. 将下面的初值问题化为与之等价的一阶方程组的初值 问题 : 

( 1 ) j *〃 + 2/+ 7tr = e * ， :r(l) = 7 ,jt'(1) = - 2; 

(2) x i4) + x= te\x(())-l 9 x f (0) - - 1 ， x"(0) = 2 7 x^(0) = 0; 


(3) 


x " + - lx + 6 y = e 9 

y' - 2：y + I3y' - 15x = o 


x(0) = 1 ,/(0) = 0,>(0)-0,y(0)- 
(提不：令 w { — x f w 2 = Jc 9 U ) 3 - y — y \) 

. 试用逐步逼近法求方程组 



满足初值条件 
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fOl 

jc(O)= 

Li J 

的第三次近似解. 

§5.2 线性微分方程组的一般理论 

现在讨论线性微分方程组 

+ (5.14) 

的一般理论，主要是研究它的解的结构问题. 

如果 /( r ) 关0,则 (5.14) 称为非齐次线性的. 

如果 /(0 = o , 则方程的形式为 

x r — A ( t ) x (5.15) 

(5.15) 称为齐次线性的.通常 （5.15) 称为对应于 （5. 14 ) 的齐 
次线性微分方程组. 

5.2.1 齐次线性微分方程组 

本段主要研究齐次线性微分方程组 （5.15) 的所有解的集合的 
代数结构问题.我们假设矩阵 A &) 在区间 « b 上是连续的. 

设 《(/) 和 t ; (/) 是 （5.15) 的任意两个解， a 和是两个任意 
常数.根据向量函数的微分法则，即知恤（0 +和（0也是（5.15) 
的解，由此得到齐次线性微分方程组的叠加原理. 

定理 2( 璺加原理)如果 11(0 和 v (/) 是 (5.15) 的解，则它们 
的线性组合油（/) +知（0也是(5.15)的解,这里是任意常数. 

定理2说明， （5.15) 的所有解的集合构成一个线性空间.自然 
要问 ：此空 间的维数是多少呢？为此，我们引进向量函数 x x ( t ), 
h ( r ), …，线性相关与线性无关的概念. 

我们称定义在区间 a < t < b 上的向量函数々（〖），&(/)，…， 
、（/)是线性相关的，如果存在不全为零的常数^，^，…，^，使 
得等式 
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c, JC , ⑴ + c 2 jc 2 (r) + … + c m x m (0=0 ， 办 

成立；否则，称0： 1 (/)，^： 2 (/), —，0： / „(()为线性无关的. 

例如，对于任 一 整数々 >0,下面的 k + \个向量函数维向 
量） 


丫 


t 




r 务 n 

t 

0 


0 


0 


0 

0 

m 

♦ 

0 

• 

争 

f 

0 

» 

秦 •鲁 

， J 

0 

# 

參 

鲁 

o_ 


• 

一 0- 


# 

一 0_ 


• 

-0_ 


在任何区间上都是线性无关的，而向量函数 （ cos 2 ~0,…，0) 1 和 
( sin 2 r - 1，0,… ，0) T 在任何区间上都是线性相关的. 

设有 n 个定义在区间 J ： 的向量函数 



~x u (tY 


x 12 (rT 


■〜（，r 

x x (t)- 

x n {t) 

% 

蠡 

鷄 

,x 2 (t) = 

x 22 ( 0 

參 

# 

# 

，…， = 

工 2«(0 

# 

参 

• 




一工《 2 ⑴一 


- 工 ” ”⑴一 


由这 n 个向量函数构成的行列式 

9 x 2 (t)fxAt)] 



— 工 11 ⑴ 

00\ 2 { t ) … 

^ iAO 1 

W ( t ) = 

工 21 ⑴ 

♦ 

• 

春 

JC 22 (/) … 

譬 

• 

# 

工 2 ”⑴ 

备 

% 

秦 


^ J 0 n l ( t ) 

了 ”2 ⑴ … 



称为这些向量函数的朗斯基行列式. 

定理3 如果向量函数 x , ( r ) , x 2 ( ? ) ,…\ U ) 在区间 

上线性相关，则它们的朗斯基行列式 W (O = 0 

证明由假设可知，存在不全为零的常数 Cl , c 2 ，…， q 使得 
cyj/) + C 2 x 2 (0 + …+ C„x n (0 = 0, a<^<6 , (5.16) 
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把 (5.16) 看成是以 Cl , c 2 ，…，为未知量的齐次线性代数方程 
组，这方程组的系数行列式就是4(/)，1(/)，一，1(/)的朗斯基 
行列式.由齐次线性代数方程组的理论知道，要此方程组有 
非零解，则它的系数行列式应为零，即.定理 
证毕. 

定理4 如果 (5.15) 的解心（/)，1 2 (/)广.，\(/)线性无关， 
那么，它们的朗斯基行列式 W ( t )^0( a < t ^ b ). 

证明我们采用反证法.设有某一个使得 
W ( t 0 )= 0. 考虑下向的齐次线性代数方 程组： 

Cl 文 1 Go) + c 2 x 2 (/ 0 ) + …+ C„x„ ( t 0 )=0 9 (5.17) 

它的系数行列式就是 W (/。）， 因为\^(~) = 0,所以（5.17)有非 
零解 f , ， e 2 ，…，~ • 以这个非零解 e , ,^ 2 ,构成向量函数 

太⑺二^^^⑴+匕心⑴+…+亡”太”⑴， (5.18) 

根据定理2,易知 jc (/) 是 （5.15) 的解.注意到 （5.17), 知道这个解 
W /) 满足初值条件 

x ( t 0 ) = 0 9 (5.19) 

但是，在 « b 上恒等于零的向量函数0也是 （5.15) 的满足初 
值条件 （5.19) 的解.由解的唯一性，知道^〖）=0,即 

f 1 文1 (f ) + jr 2 U ) + …+ d (， ） = 0， a « b . 

因为 f ,， G , …， e w 不全为零，这就与々（0，1 2 (，），〜，1„(0线性 
无关的假设矛盾.定理得证. 

. 由定理3、定理4可以知道，由 （5.15) 的 n 个解 aG ), 

■^2(〖），〜，^(/)作成的朗斯基行列式 WU ) 或者恒等于零，或者 
恒不等于零. 

定理 5 齐次线性微分方程组 （5.15) —定存在《个线性无关 
的解 X , ( r )， x 2 G ), …， JC „(/). 

证明任取6]，根据解的存在唯一性定理， （5.15) 分 
别满足初值条件 
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r 


~0~ 


"0" 


0 

• 

1 


0 

X { (t 0 ) = 

0 

# 

參 

yX 2 (t 0 ) = 

0 

# 

# 

，…， JC„(? 0 ) = 

0 

# 

# 


參 

_o. 


♦ 

^0_ 


# 

.1- 


的解+(/),：1： 2 (/),…， AT „ U ) —定存在.又因为这 W 个解心 ㈠ ）， 
JC 2 U )， …， jc „(0 的朗斯基行列式 WU Q ) = 1关0,故根据定理3, 
1 1 0)4 2 (£)^^(〖）是线性无关的.定理证毕. 

定理6如果1(《），1 2 (0，〜，\(0是（5.15)的；1个线性 
无关的解，则 （5.15) 的任一解 x(r) 均可表为 

X(f ) = q JC, (/) +〔2<2(()十…+ C”JC” ⑴， 

这里 q，C 2 ，…， Q 是相应的确定常数. 

证明任取 ，令 

= c】A (〜 ) + c 2 JT 2 G 0 ) + …+ C n X n ( to ) y (5.20) 
把 (5.20) 看作是以 CpG ， …，为未知量的线性代数方程组.这 
方程组的系数行列式就是 W ( f Q ) .因为心^)，、^)，…， x „(/) 
是线性无关的，根据定理4知道 W (/ o )^0. 由线性代数方程组的 
理论，方程组 （5.20) 有唯一解 q ， c 2 , …， C>1 .以这组确定了的 Cl , 
c 2 ，…，构成向量函数 Cl I ( ^ ) + C 2 JC 2 ( ^ ) + …+ C „ JC „ ( f ) ,那么， 
根据叠加原理，它是 (5.15) 的解.注意到 （5. 20)，可知 （5.15) 的两 
个解 x ( t)R q jc ,( r ) + c 2 x 2 ( f ) +…+ ) 具有相同的初值条 

件.由解的唯一性，得到 

x ( t ) = c i x l ( t )^ c 2 x 2 ( t )^ …+ c n x n ⑴. 

定理证毕. 

推论1 (5.15) 的线性无关解的最大个数等于 w . 

推论2如果已知 （5.15) 的々 个线性无关解，则 （5.15) 可以 
降低为含 n - k 个未知函数的线性微分方程组.特别地，如果已知 
(5.15) 的71 - 1个线性无关解，则 （5.15) 的通解即可得到. 

• 205 • 



我们称 (5.15)的 《 个线性无关的解 々（ rhhU )， …， x „(/) 
为 （5.15) 的一个基 本解组 .显然 ，（5.15) 具有无穷多个不同的基本 
解组. 

由定理5和定理6,我们知道 （5.15) 的解空间的维数是这 
样就回答了前面提出的问题.本段的主要结果可以用线性代数的 
语言简单地表述为: (5.15) 所有解的集合构成一个72维线性空间. 

注意到 5.1.1 关于72阶线性微分方程的初值问题 （5.6) 与线 
性微分方程组的初值问题 (5.7) 的等价性的论述，本节的所有定理 
都可以平行地推论到 n 阶线性微分方程上去. 

从本节的定理2容易推得第四章的定理2.参看 4.1.2 中关 
于纯量函数组的线性相关概念，我们可以证明 ：一组 rz -1 次可微 
的纯量函数 aU ),： t 2 (0, …， • rjr ) 线性相关的充要条件是向量 
函数 



线性相关.事实上，如果 a ( O ，々（/)，…，‘ U ) 线性相关，则存 
在不全为零的常数 q ， c 2 ，…， g 使得 

qxjz ) + C 、 x 2 (，） + …十 c m x n {t) = 0. 

将上式对/微分一次、二次、…、 7 Z -1 次，得到 

(^工:⑴ + C 2> r;(0 十…+ c m x m {t) =0, 
q G + . ••十 c m x m 0)=0 ， 

cpi ”’ "⑴ + <7 2 工广"⑴ + … + ⑴=0， 

即有 


魯 
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一 X x {t) 


' X 2 (t) 



x\(t) 

拳 

籲 

• 

+ c 2 

X；(0 

# 

• 

# 

+ …十 

工二⑴ 

攀 

m 

- xS rt ' u (0. 


_x 广 n ⑴」 


-4 T 1 ) ⑴- 


这就是说，向量函数组 （*) 是线性相关的.反之，如果向量函数 
卜）线性相关，则存在不全为零的常数，…， c m 使得 （** ) 成 
立，当然有 c 1 : r 1 (/) + <：2 Z 2( f ) + 〜 + c m ;(，） = 0, 这就表明 
Xl(t) , X 2 ( t ) yX m (t )线性相关 • 

这样一来，再参看 4.1.2 中关于纯量函数朗斯基行列式的概 
念，从本节的定理3、定理4和定理5立即分别推得第四章的定理 
3、定理4和定理 5. 

从本节的定理6直接得到 

推论3如果 x〆 /)，:?: 〆 /), …， jc „(£) 是 w 阶微分方程 

工 (”) + a t ( t )x (n 1) + … + a” （ Z)*r = 0 (5.21) 

的 w 个线性无关解，其中七0)，七（0广*,〜（0是区间 
b 上的连续函数，则 (5.21) 的任一解： T (0 均可表为 

:c(/) = cr 1> r 1 (f) + c: 2> r 2 (0 + ... + c„x n {t) y 

这里(: t ，(: 2 ，… ， c „ 是相应的确定常数. 

如果： r , ( / )， x 2 ( ? ) ,…， ( / ) 是 （5.21) 的 w 个线性无关解 

(依 4.1.2 的有关定义，它们构成方程的基本解组），根据；2阶微 
分方程通解的概念及 W [:^(04 2 (0,"_，^&)]关0，函数 

x{t) = C A X x {t) + c 2 x 2 (<t) + + c„x n ( t ) 

就是 （5.21) 的通解，其中，…， q 是任意常数.从推论3知道, 
它包括了 （5.21) 的所有解.推论3可以看成是第四章定理6的另 
一 种表述形式. 

现在，我们将本节的定理写成矩阵的形式.这种不同的表述方 
法今后会有用的.如果一个 nXn 矩阵的每一列都是 (5.15) 的解，我 
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们称这个矩阵为 (5.15) 的解矩阵.它的列在 a < t < b 上是线性无关 
的解矩阵称为在 « b 上 （5.15) 的基解矩阵.我们用 0 U ) 表示 
由 （5.15) 的〃个线性无关的解 ％(0，％ U )， …，队 （0 作为列构成 
的基解矩阵.当 < P ( t 0 )^ E ( E 为单位矩阵)时称其为标准基解矩阵. 
定理5和定理6即可以表述为如下的定理1 # . 

定理广 （5.15) — 定存在一个基解矩阵 0 U ). 如果 v /(0 
是 (5.15) 的任一解，那么 

妒⑴=0⑴ c , (5.22) 

这里 c 是确定的《维常数列向量. 

从上面的讨论中，我们町以看到，为了寻求 （5.15) 的任一解， 
需要寻求一个基解矩阵.这样，自然会提出下面的问 题：如 果在区 
间 a < t<b 上找到 （5.15) 的一个解矩阵，能否以某种简单的方式 
验证这个解矩阵是不是基解矩阵呢？定理3和定理4完全回答了 
这个问题，它可以表述为下面的 形式： 

定理 2" (5.15) 的一个解矩阵 < PU ) 是基解矩阵的充要条 

件是 detO >( Z ) 关;而且，如果对某一个€ [a , 6] , 
detOK 〜）古0，则 det 0 ( Z ) 关 ( det 0 ( / ) 表示矩阵 
0 G ) 的行列式 .） 

要注意，行列式恒等于零的矩阵的列向量未必是线性相关的. 
例如，矩阵 

n 

"1 t t 2 ' 

0 1 t 

jO 0 0- 

的行列式于任何区间上恒等于零，但它的列向量却是线性无关的. 
由定理 r 即知，这个矩阵不可能是任一个齐次线性微分方程组的 
解矩阵. 

例1验证 



是方程组 


X = JC 

Lo 1 J 

的基解矩阵. 

解首先，我们证明是解矩阵.令％(/)表示少 U ) 的 
第一列，这时 


炉；⑴ 


r f 1 

e 


•i r 


r r -| 

e 


_i r 

■0 - 


■ 0 1- 


•0 ■ 


• 0 1. 


(Pi ⑴， 


这表示是一个解.同样，如果以炉 2(0 表示 0(0 的第二列， 
我们有 




•(/ + l)e，. 


•i r 


m te ' 


•i r 

■ e ! ■ 


• 0 1- 


• e^- 


■ 0 1- 


炉 2(0, 


这表示炉 2 ( r ) 也是一个解•因此， 0 U ) =[炉 ， U )，炉 2 U )] 是解 
矩阵. 

其次，根据定理 2* ，因为 det 0( r ) = e 2 ' 关0,所以 0(/) 是基 
解矩阵. 

从定理1 # 和定理^可以得到下面的推论. 

推论 r 如果 0(/) 是 （5.15) 在区间 a«b 上的基解矩 
阵 ， C 是非奇异 ；2 X „ 常数矩阵，那么，0(〖）<：也是（5.15)在区间 
a<t<b 上的基解矩阵. 

证明首先，根据解矩阵的定义易知，方程 (5.15) 的任一解矩 
阵 XG ) 必满足关系 

X / (0 = A(/)X(/), «b ， 

反之亦然.现令 

^¥{t)^0(t)C, a«b 、 

微分上式，并注意到 0(0 为方程的基解矩阵， C 为常数矩阵，得 
到 
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即是 (5.15) 的解矩阵.夂由 C 的非奇异性，我们有 

det V (0 = det 0( t)-det C =^0, a « b . 

因此由定理 2* 知，即0>( 0 C 是 （5.15) 的基解矩阵. 

推论 2* 如果少(/)，少 (/) 在区间上是/ = 

的两个基解矩阵，那么，存在一个非奇异 nx n 常数矩阵使得 

在区间 a « b 上 ^ U ) = 0 KOC . 

% 

证明因为 0 U ) 为基解矩阵，故其逆矩阵—定存 
在•现令 

0~ l ( t ) W ( t ) = X ( t) f a « b ， 

或 

?^( r ) = 0( t ) X ( t ) , a«b . 

易知 ) 是 nx w 可微矩阵，且 detX ( r )^0 ( a < f <6)， 于是 

^A(t)^(t) + 0{t)X r (t) 9 a«b. 

由此推知少⑴夂'⑺=0,或即 X (/) 为常 
数矩阵，记为 C . 因此我们有 

^(t) = 0(t)C f «b ， 

其中 C = 0^(( )史（£)为非奇异的 nXn 常数矩阵.推论 2* 得 
证. 

5.2.2 非齐次线性微分方程组 

% 

本段讨论非齐次线性微分方程组 

^ A { t)x + f ( t ) (5.14) 

的解的结构问题，这里 AU ) 是区间 a « b 上的已知 n X w 连 
续矩阵， /( O 是区间上的已知 n 维连续列向量.向量 
/(0通常称为强迫项，因为如果 （5.14) 描述一个力学系统，/(0 
就代表外力. 

我们容易验证 (5.14) 的两个简单性质 
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性质 1 如果炉 （0 是 （5.14) 的解， V / U ) 是 （5.14) 对应的齐 
次线性微分方程组 （5. 15)、的解.则炉（0+以0是(5.14)的解. 

性质2 如果步 U ) 和歹 G ) 是 （5.14) 的两个解，则孕 （O - 
歹 G ) 是 (5.15) 的解. 

下面的定理7给出 （5.14) 的解的结构. 

定理7设0>(/)是 （5.15) 的基解矩阵，歹 （/) 是 （5.14) 的某 
一 解，则 （5.14) 的任一解炉 （ Z ) 都可表为 

< p ( t ) = 0 (/)c + ^( r ), (5.23) 

这里 c 是确定的常数列向量. •• 

证明由性质2我们知道炉（〖）-夺（《）是（5.15)的解.再由 
5.2.1 的定理 r ，得到 

(pit) = 

这里 cr 是确定的常数列向量，由此即得 

9(0 = 0( t)c +^( r ). 

定理证毕. 

定理7告诉我们，为了寻求 (5.14) 的任一解，只要知道 (5.14) 
的一个解和它对应的齐次线性微分方程组 （5.15) 的基解矩阵.现 
在，我们还要进一歩指出，在已经知道 （5.15) 的基解矩阵 0( r ) 的 
情况下，有一个寻求 (5.14) 的解炉（/)的简单的方法.这个方法就 

是常数变易法. 

从上一节我们知道，如果 c 是常数列向量，则 9 ( t ) = 0 ⑴ c 
是 (5.15) 的解，它不可能是 （5.14) 的解.因此，我们将 c 变易为 f 
的向董函数，而试图寻求 （5.14) 的形如 

炉⑴= 0( t ) c ( t ) (5.24) 

的解，这里 c (/) 是待定的向量函数. 

假设 (5. 1 4 )存在形如 (5.24) 的解.这时，将 (5.24) 代人 (5.14) 

得到 

^ / ( t ) c ( t )-^0( t ) c / ( t ) = A ( t )0( t ) c ( t )+ fit ). 

因为 <!> u ) 是 (5.15) 的基解矩阵，所以0彳0 = >1(0少 U ), 由此上式 
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中含有的项消去了.因而 cG ) 必须满足关系式 

(5.25) 

因为在区间上0>(/)是非奇异的，所以 OT 1 U ) 存在.用 
(/) 左乘 (5.25) 两边，然后积分之，得到 

c ( t ) = 0 1 ( s ) f ( s)ds , r 0 , ^ G [a ,6] , 

J， 0 

其中 cU D ) = 0 .这样 ，（5.24) 变为 

q >{ t )= 0 ( t ) 0 ~ i ( s ) f ( s ) ds , t Of t ^:[ a f b ]. (5.26) 

因此，如果 (5.14) 有一个形如 （5.24) 的解炉⑴，则少 （ O 由公式 

(5.26) 决定. 

反之，用公式 （5.26) 决定的向量函数 9(() 必定是 （5.14) 的 
解.事实上，微分 (5.26) 得到 

ip r { t ) = 0 f ( t ) 0 ~ X ( s ) f ( s)ds + 0 ( t ) 0' 1 (t ) f ( t ) 

J’o 

= A ( i ) 0 ( t ) f 0 ~ l ( s ) f ( s)ds + f ( t ) 9 

再利用公式 (5.26)， 即得 

4 p f ( t ) = A ( t )^( e ) ^ fit ). 

显然，还有炉 （ r 。）=0, 这样一来，我们就得到了下面的定理 8. 

定理8如果0>(/)是 （5.15) 的基解矩阵，则向量函数 

qf ( t ) = 0 ( t ) O 1 ( s ) f ( s)ds 

J< 0 

是 (5. 】4)的解，且满足初值条件^>(/ 0 ) = 0. 

由定理7和定理8容易看出， （5.14) 的满足初值条件 ( pit ,) 
的解 9(0 由下面公式 给出： 

q >( t ) = 0 ( t ) ^ 0 ~ l ( s ) f ( s ) ds , 
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这里％(，）= 0 > 0 ) 0 _ 1 (心） 1 ?是（ 5 . 15 )的满足初值条件 9 , ( t 0 ) 
= ij 的解.公式 （ 5 . 26 ) 或公式 （ 5 . 27 ) 称为非齐次线性微分方程组 
( 5 . 14 ) 的常数变易公式. 

例 2 试求初值问题 


JC 





的解. 

解在例 1 中我们已经知道 


0( ° = [ 0 


te 


是对应的齐次线性微分方程组的基解矩阵.取矩阵 0 ( 0 的逆，我 
们得到 




e 

L 0 


— 56 


这样，由定理 8 ,满足初值条件 \ ff ( 0 ) = 


1 - 
0 ) 
0 
0」 


的解就是 


V (t) 


I - 

■ 0 

2s n 


0」 


d 5 


0 


ds 


e te 

匕 0 e f 

e' te 1 
LO e r 

e r te 
-0 」 

因为 O ( 0 ) = £ ，对应的齐次线性微分方程组满足初值条件 ^( 0 ) 
一 1 


-士 ( 1 - e ， 


「 1 1 
士 w ) 

- 0 - 


- 0 - 


的解就是 


(p h (t)= 0(t) 


一 1 


(t -\)e 


e 
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由公式 (5.27), 所求解就是 


炉 （/) =队 （？） + y /( t ) = 



_ re '- + e - f ) 

參 

. e ' - 

注意到 5.1.1 关于72阶线性微分方程的初值问题 （5.6) 与线 
性微分方程组的初值问题 (5.7) 等价性的论述，我们可以得到关于 
n 阶非齐次线性微分方程的常数变易公式. 

推论3如果〜（。，〜（。，…，(^(。，/(。是区间 a ^ t^b 

上的连续函数，:^(0，1 2 (/),…， x “ r ) 是区间 a < t < b 上齐次 

# 

线性微分方程 


x (n) + ( t ) x (n ~ l) + …—〜（/卜二!） (5.21) 


的基本解组，那么，非齐次线性微分方稈 

•r (w> + （ ， )x (w_ ” + …+ a" (r )jc = /(/ ) (5.28) 

的满足初值条件 

p (，。）=0,9'( r 。） =0,— n (〜） = 0山€ [a ,6] 

的解由下面公式给出 


妒 ⑴ = 2^i Jr k (t) 

k = 1 



[jT, ( 5 ) , J： 2 (^)] 1 

W [ JC , “) , x 2 ⑴，… ，* r ”.(《0] 心 


(5.29) 

这里 ( s )，: r 2 ( s )， …， ( s )] 是 ( s ) , jr 2 ( s ), …， ( s ) 的 

朗斯基行列式， W * [: r , ( 5 ) , x 2 ( 5 ) , •*•, x n ( 5 )] 是在 
W ^ x , ( 5 )， x 2 ( s ) ，…， ( s )] 中的第是列代以 （0,0, …，0, 1 ) T 后 
得到的行列式 r 而且 (5.28) 的任一解 M (/) 都具有形式 

m (/) = c 1 x 1 (，）+ c 2 jc 2 (0 + *“ + c n x n ( f ) + < p ( t ) , (5.30) 
这里 h ， c 2 ，…， C „ 是适当选取的常数. 

公式 （5.29) 称为 （5.28) 的常 数变易 公式. 
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我们指出，这时方程 (5.28) 的通解可以表示为 

jr = Cjj ： i (/) + C2X2 (/) + ••• + c „ x n (/) + ( p { t ) y 

其中 q ， c 2 ，…，是任意常数.并且由推论 3 知道，它包括了方程 
(5.28) 的所有解.这就是第四章定理7的结论. 

当《=2时,公式(5.29)就是 

f W r 1 [x 1 (5),X 2 (5>] 


< p ( t ) = x l ( t ) 


X 


2 


⑴ 


0 (^) yX 2 ( s )] 

r o w [ x x ( s ) f X 2 (s)] 


f ( s ) 6 s 


f ( s ) ds . 


但是 


W r 1 [x 1 (5) f X 2 (5)] 




0 x 2 ( s ) 

1 x \{ s ) 


- X 7 ( s ) y 


^ 2 L ^\( s ) , x 2 ( s )] 


x { ( s ) 0 

: C ; ( 5 ) 1 

因此，当 W =2 时，常数变易公式变为 

•I x 2 ( t ) x l ( s ) 一 JC 】 ( t ) x 2 ( s ) 


JCi(s) , 


( pit ) 


Wlx ^ s ) , x 2 ( s )] 


f ( s ) ds . (5.31) 


而通解就是 


x = c x x x (t) ^ C 2 x 2 {t) + (pit) 9 (5.32) 

这里是任意常数 .’ 

例 3 试求方程 x 〃 + x = tan /的一个解. 

解 易知对应的齐次线性微分方程 x^x = 0 的基本解组为 
x 1 (0 = cos f , jc 2 (/) = sin 我们直接利用公式 （5.31) 来求方程 
的一个解.这时 


W [ x { ( t ), x 2 ( t )] = 


cos t 
— sin t 


由公式 (5.31) 即得(取 ^ o =0) 


sin t 
cos t 
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(pit) 


(sin /cos 5 - cos tsin 5 )tan sds 


o 


sin 


sin sds - cos t 


o 


sin 5 tan sds 


o 


=sin /(1 - cos /) 十 cos /(sin f - In 丨 sec t + tan 1 1) 

=sin t — cos r In I sec t + tan 1 1 - 
注意，因为 sin 〖是对应的齐次线性微分方程的一个解，所以 


函数 


t ) = — cos ^ln I sec t + tan 1 1 


也是原方程的一个解. 



1. 试验证 


是方程组 




X 





2太 



在任何不包含原点的区间上的基解矩阵. 


2. 考虑方程组 


x f = A { t)x y (5 - 15) 

其中 AU ) 是区间上的连续 nX „ 矩阵，它的元为 aij ( t ) U f j = U 

2 ,… 9 n). 

(1) 如果心（0,心（0,…，是 （5.15) 的任意 n 个解，那么它们的 


朗斯基行列式(0,了 2 (【），•"， A ( r )]= WU ) 满足下面的一阶线性微 
分方程 

W" = [ a" a 22 ⑴ + …+ ⑴ ] W ; 

(提 示：利 用行列式的微分公式，求出^的表达式 .） 

(2) 解上面的一阶线性微分方程，证明下面的 公式： 
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W(/)= V^rQ)^。" * 2 狀 , t 0f t e [ayb]. 

3. 设 凫（0 为区间上的连续” x„ 实矩阵， 0>(f) 为方程 x'= 
A{t)x 的基解矩阵，而 jc = 9(f) 为其一解. 试证： 

(1) 对于方程/= ~A r (t)y 的任一解 y = 妒 U) 必有 
数； 

(2) 妒 U) 为方程 -A T (t)y 的基解矩阵的充要条件是存在非奇异 
的常数矩阵 C， 使 ^ T (/)0(/) = C. 

4. 设方程组 （5.15) 有一个非零解 x(t) = (< p l ( t ) t < p2 ( t ) r , ' *< p n ( t)) T * 
其中％0)#0,证明（5.15)经变换 

可化为关于 n -1 个未知函数 3 M ,： V 2 的线性方程组，它只含个 
方程，且不含: y„. 

5. 设 OU) 为方程 x ^ Ax ( A 为 n 乂 n 常数矩阵）的标准基解矩阵（即 
少(0) = £)， 证明: 

O ⑴ 1 (to) = 0 ( 卜 to), 

其中 Q 为某一值. 

6. 设 A(t ),/(0 分别为在区间上连续的 ； ix „ 矩阵和维列 
向量，证明方程组 


x' = A( 0 x + /(t) 

存在且最多存在 n + 1个线性无关解. 

7. 试证非齐次线性微分方程组的叠加 原理： 

设 jc _G)， jc 2 (/) 分别是方程组 

x ~ A{t)x ^ f x {t) , 
x - A { t)x + f 2 ( t ) 

的解，则 X,U) + JC 2 (d 是方程组 

x = A{t)x ^ f x {t) ^ flU) 

的解. 

8. 考虑方程组 x' = Ax + /U), 其中 


A 


-2 1 

.0 2」 


Jit ) 


sin 


L COS 
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(1 ) 试验证 


少⑴ 


0 e 2 


是， =Ar 的基解矩阵 


(2) 试求 jc' = A:c + /U) 的满足初值条件 ^(0)= T 1_ | 的解 <p(t) 

.一 1 - 


9. 试求 〆= Ax+ /U ), 其中 


2 In r 0 1 

0 2卜 )= [#]， 


满足初值条件 ^(0)= [ ^的解 

1 - 

10. 试求下列方程的 通解： 

( 1 ) x f， ^ x — sec t (一 ^"< 亡 <~^"): 

(2) x /// - 8x — e 2/ ; 

(3) j：" 一 6x" + 9x = e 1 . 


11 . 已知方程组 


dxi 


jti cos 2 之一 (1 一 sin /cos t ) ， 


，| (1 + sin tcos /) + 々 sin 2 / 


有解 X| = - sin t jjr 2 - cos t ，求其通解 . 

12 . 已知方程组 


dx t = 上 

7 


x 2 + 1 9 


r>0 




r 2 . 


的对应齐次方程组有解 A =t\jr 2 ^ -/ ， 求其通解 . 

13. 给定方程 

JT" + 8 了 ’ + 7jt = f(t) y 

其中 /U) 在 0<f< + oo 上连续，试利用常数变易公式，证明： 

(1) 如果 /U) 在 <oo 上有界，则方程的每一个解在 0<r<oo 上有 
界； 
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(2) 如果当 f — oo 时， / U )— 0,则方程的每一个解 < p ( t ), 满足 < p ( t )^0 

(当 ^ 一 00 时）. 

14. 给定方程组 

x ' - A { t ) x y (5.15) 

这里 A U ) 是区间 a « b 上的连续 n X rz 矩阵.设 0(0 是 （5.15) 的一个基 


解矩阵， n 维向量函数 F ( f , x ) 在 || x || <似上连续，心 e [a , 6 ] • 
试证明初值问题 • 


x f = A ⑴ x + F(t,x), 
v(to)= n 

• • 

的唯一解炉（0是积分方程组 

x(t)=0(t)O^ l (t o )i}^ f O(t)0^ l (s)F(s 9 x(5))d5 

Ji o 

的连续解•反之 ，（* * ) 的连续解也是初值问题（ * ) 的解. 

t 




§5.3 常系数线性微分方程组 


本节研究常系数线性微分方程组的问题，主要讨论齐次线性 
微分方程组 

x=Ax (5.33) 

的基解矩阵的结构，这里 A 是《 x „常数矩阵.我们将通过代数 
的方法，寻求 (5.33) 的一个基解矩阵.最后介绍拉普拉斯变换在常 
系数线性微分方程组中的应用. 

5.3.1 矩阵指数 exp A 的定义和性质 

为了寻求 （5.33) 的一个基解矩阵，需要定义矩阵指数 exp 4 
(或写作 〆 ），这要利用 5.1.2 中关于矩阵序列的有关定义和结 
果. 

零 

如果 A 是一个 n X „常数矩阵，我们定义矩阵指数 exp A 为 
下面的矩阵级数 的和： 

°° a k a 2 a m 

exp A = 2 = E +A+ + … + 土 f + …， （ 5.34) 
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其中 E 为 n 阶单位矩阵，是矩阵4的 m 次幂.这里我们规定 
= £:，0! = 1. 这个级数对于所有的4都是收敛的，因而， exp 4 
是一个确定的矩阵.特别地，对所有元均为0的零矩阵 O , 有 

exp 0~ E . 

事实上，由 5.1.2 中的性质广，易知对于一切正整数 I 有 


kl 



又因对于任一矩阵 || 4 || 是一个确定的实数,所以数值级数 

II E II + !1 A II … + lAp+ … 

I : m ! 

是收敛的（注意，它的和是 w - 1 + e l|AH ) .由 5. 1.2 知道，如果一 
个矩阵级数的每一项的范数都小于一个收敛的数值级数的对应 
项，则这个矩阵级数是收敛的，因而 （5.34) 对于一切矩阵 A 都是 
绝对收敛的. 


应当进一步指出，级数 


expA^ = 


A k t l 

TT 


(5.35) 


在/的任何有限区间上是一致收敛的.事实上，对于一切正整数 
々，当是某一正常数)时，有 






IUIHH* II All V 


走！ 




走！ 


而数值级数 g 是收敛的，因而 (5.35) 是一致收敛的. 

麇 = 0 • 

矩阵指数 exp A 有如下 性质： 

1°如果矩阵 A , B 是可交换的，即 AB = BAM 


exp ( A + B ) = exp A exp B . (5.36) 

事实上，由于矩阵级数 (5.34) 是绝对收敛的，因而关于绝对收 
敛数值级数运算的一些定理，如项的重新排列不改变级数的收敛 
性和级数的和以及级数的乘法定理等都同样地可以用到矩阵级数 
中来.由二项式定理及 = 得 
• 220 - 







(5.37) 


另一方面，由绝对收敛级数的乘法定理得 


exp 


A exp B = ^ -： 


A 


2 S 


B J 


A 1 B k 



(5.38) 


(5.39) 


/! U-7TT 

一 V . - w 

比较 (5.37) 和 (5.38), 推得 (5.36). 

2°对于仟何矩阵 4 ，（exp A ) M 存在，且 

(exp A ) 丨 = exp ( ~ A) . 

事实上， A 与 - A 是可交换的，故在 （5.36) 中，令 B = - A , 
我们推得 

exp A exp ( 一 A ) = exp ( A + (- A )) = expO = E , 

山此即有 

(exp A ) ~ 1 = exp ( - A). 

y 如果 r 是非奇异矩阵，则 

exp(T' ] AT)= r _, (exp A ) T . (5.40) 

事实上 

一 T~'AT) k 


expdV 1 AT) = E+ 

灸 =1 

oo 

= E+ s 


k\ 

T l A k T 


Ti 




A k 


T 1 (exp A)Tj 


这就是我们所需要证明的. 

现在我们可以着手回答有关常系数齐次线性微分方程组 
(5.33) 的基本问题了. 

定理9矩阵 

0( t) = exp At (5.41) 
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是 （5.33) 的基解矩阵，且 0(0)^ E. 

证明 由定义易知 少 (0) = £.(5.41) 对 r 求导，我们得到 
0 {t) = (exp AtY 



— A exp At = A0( t ), 

这就表明，少（/)是 （5.33) 的解矩阵.又因为 det 0( O ) = det E = l , 
因此是 (5.33) 的基解矩阵.证毕. 

由定理9,我们可以利用这个基解矩阵推知 （5.33) 的任一解 
9 心）都具有形式 

(p(t) = (exp At)c , (5.42) 

这里 c 是一个常数向量. 


在某些特殊情况下，我们容易得到 （5.33) 的基解矩阵 exp 1 
的具体形式. 


例1如果 A 是一个对角矩阵， 


A 


^2 


(其中未写出的元均为零）， 


试找出 x =Ax 的基解矩阵 
解 由 （ 5.34) 可得 


exp At = E 


以1 


«2 


r 2 


2 


2 ! 


+ 


+ 




k 

«2 


+ 
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根据定理 9, 这就是一个基解矩阵.当然，这个结果是很明显的，因 
为在现在的情况下，方程组可以写成 < = 〜 x 4 U = l ,2, …， n ), 
它可以分别进行积分. 


例2 


试求 



x 的基解矩阵. 


解 


因为 



•2 r 


•2 0" 


_o r 

• 0 2. 


.0 2. 


• 0 0- 


而且后面的两个 


矩阵是可交换的，我们得到 


expAt = exp 


-2 0, 
-0 2 - 


•exp 


0 1 
0 0 


~e 2t 0 ’ 


f 

「0 11 


■o r 

V 

_0 e 2, _ 


E + 

Lo ()• 

t + 

•0 0- 

_• • • 

2! 

4 


但是, 


「0 1 
0 0」 


_0 (T 
L0 0- 


所以，级数只有两项.因此，基解矩阵就是 


expAt 


L 0 


5-3-2 基解矩阵的计算公式 


定理9告诉我们 ，（5. 33) 的基解矩阵就是矩阵 exp Ar , 问题 
似乎已经解决了.但是 exp Af 是由 Ar 的矩阵级数定义的，这个矩 
阵的每一个元是什么呢？事实上还没有具体给出，上面只就一些 
很特殊的情况，计算了 exp Ar 的元.本段利用线性代数的基本知 
识，仔细地讨论 exp A 的计算方法，从而解决常系数线性微分方 
程组的基解矩阵的结构问题. 

为了计算 (5.33) 的基解矩阵 exp Ah 我们需要引进矩阵的特 
征值和特征向量的概念. 

类似于第四章的 4.2. 2,我们试图寻求 
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的形如 


Ax 


(5.33) 


<p(t) = e Xt c , c^O (5.43) 

的解，其中常数 A 和向量 c 是待定的.为此，将 (5.43) 代入 (5.33)， 
得到 

A e Xt c = A e Xt c , 

因为，声0,上式变为 

(XE - A)c = 0. (5.44) 

这就表示，# c 是 （5.33) 的解的充要条件就是常数 A 和向量 c 满 
足方程 (5.44) .方程 (5.44) 可以看作是向量 c 的 n 个分量的一个 
齐次线性代数方程组，根据线性代数知识，这个方程组具有非零解 
的充要条件就是; I 满足方程 

det ( AE - A )=0. 

这就引出下面的定义： 

假设4是一个《 X „ 常数矩阵，使得关于《的线性代数方程 
组 


(XE-A)u=0 (5.45) 

具有非零解的常数 A 称为 A 的 一个特征值. （5.45) 的对应于任一 
特征值 A 的非零解 M 称为 A 的对 应于特征值; I 的特征向置. 
n 次多项式 


/)( A )= det ( AE ~ A) 

称为 A 的 特征多项式， n 次代数方程 

/>( A ) =0 (5.46) 

称为 A 的特征方程 .也称它为 （5.33) 的特征方程. 

这样一来，根据上面的讨论，是 （5.33) 的解，当且仅当 A 
是 A 的特征值，且 c 是对应于 A 的特征向量 . A 的特征值就是特 
征方程 (5.46) 的根.因为 n 次代数方程有 n 个根，所以 A 有《个 
特征值，当然不一定 w 个都互不相同.如果 A = 是特征方程的 
单根，则称是简单 特征根 .如果 A = A 。 是特征方程的 A 重根 （BP 
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/> U ) 具有因子 （A 而没有因子 （A - + 则称 A D 是々 

重特征根. 

例 3试求矩阵 

r 3 51 

A = 

L -5 3-1 


的特征值和对应的特征向量. 

解 A 的特征值就是特征方程 

A - 3 - 5 

det ( AE 一 A)= = A 2 -6 A + 34 = 0 

5 A — 3 

的根.解之得到 A ,. 2 =3±5 i . 对应于特征值 A t =3 + 5 i 的特征向量 


U = 

U 2 

必须满足线性代数方程组 

«l" 

= 0 , 

从2- 

因此， Wl ，心满足方程组 

JiM! - W 2 =0, 

U X + \u 2 = 0 , 

所以，对于任意常数 a ^ O , 


(Aj £ - A )m 


5 i -5 
^5 5 i 


是对应于 A , =3 + 5 i 的特征向量.类似地，可以求得对应于 A 2 = 
3-5 i 的特征向量为 




其中 /3关0 是任意常数. 
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例 4 试求矩阵 

r 2 in 

A = 

L -1 4J 

的特征值和对应的特征向量. 

解 特征方程为 

A - 2 - 1 

det ( XE- A) = = A 2 -6 A +9 = 0, 

1 A -4 

因此 ， A =3 是 A 的二重特征值.为了寻求对应于 A = 3的特征向 
量，考虑方程组 

^ 、 「1 - lir^i 

(3E - A )c = 、 =0 ， 

Li - iJL C2 J 

或者 

jc t - c 2 = 0 , • 

\c l - c 2 =0， 

因此，向量 



是对应于特征值 A =3 的特征向量，其中《关0是任意常数. 

在例3中，特征向量《和1；是线性无关的，因为 • 

r ^ a pi 
det[ u ,v]~ . . = 2a/?^0. 

ai P 

因而，向量 a , t ; 构成二维欧儿里得空间的基.然而，在例 4 中 ， A 
的特征向量只构成一个一维子空间.在这里重要的是要知道，一个 
给定的矩阵4的对应于各个特征值的特征向量的集合是否构成 
一个基.根据线性代数的定理——任何6个不同特征值所对应的 
k 个特征向量是线性无关的.所以，如果矩阵4具有„个不 
同的特征值，那么对应的 n 个特征向量就构成 n 维欧几里得空间 
的一个基. 

我们提醒读者 ，-个 矩阵最多有„个线性无关的特征 
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向量.当然，在任何情况下，最低限度有一个特征向量，因为最低限 
度有一个特征值. 

首先，让我们讨论当 A 具有《个线性无关的特征向量时（特 

别当4具有„个不同的特征值时，就是这种情形），微分方程组 

% 

(5.33) 的基解矩阵的计算方法. 

我们可以证明下面的定理. 

定理10如果矩阵 A 具有 w 个线性无关的特征向量％ , v 2 ，…, 
，它们对应的特征值分别为，\,…义（不必各不相同），那么矩阵 
0(t ) = [e A| f v x ， e A2, v 2 ， ••• ,e A " r t;„ ], —oo<《< + oo 

是常系数线性微分方程组 

x f — Ax (5.33) 

的一个基解矩阵. 

证明 由上面关于特征值和特征向量的讨论知道，每一个向 
量函数 eVq () = 1, 2,…， 《) 都是 (5.33) 的一个解.因此，矩阵 

少⑴ = ， e A 2 , v 2 ，…， ] 

是 (5.33) 的一个解矩阵.因为，向量％， t ; 2 ，…，％是线性无关的， 


所以 

det 0(0) = det [ v x , v 2 ，…，]关0, 

根据 5.2.1 的定理2 # 推得， 0( r ) 是 (5. 3幻的一个基解矩阵.定理 
证毕. 

例 5 .试求方程组 / = Ajc ， 其中 A = f 3 5 1 的一个基解矩 

L -5 3」 

阵. _ 


解由例3知道， Ai =3 + 5 i 和 A 2 =3-5 i 是4的特征值，而 



T 


• 鏐 _ 

I 

Vi = 

• 

v 2 = 



L 1 」 


L 1 • 


是对应于 ， A 2 的两个线性无关的特征向量.根据定理10,矩阵 


o(t) = 


卜(3”0, 


L ie 


(3 + 50 


• (3-5 i)r n 

ie 

(3 ~ 5 i ) t 

e J 
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就是一个基解矩阵. 

一 般来说，定理10中的 0( r ) 不一定就是 exp .然而，根据 
5.2.1 的推论 Y ，我们可以确定它们之间的关系.因为 exp 和 
OK /) 都是 (5. 33) 的基解矩阵，所以存在一个非奇异的常数矩阵 
C , 使得 


exp At ~ 0{ t ) C . 

在上式中，令/=0,我们得到 C =^ M (0), 因此 

exp = (5.47) 

根据公式 (5.47)， ex P A 的计算问题相当于方程组 （5.33) 的任一 
基解矩阵的计算问题.注意，公式 （5.47) 还有一个用途，这就是下 
面的附注所指出的. 


我们知道，如果4是实矩阵，那么 exp A / 也是实 
矩阵当 A 是实矩阵时，公式 (5.47) 给出一个构造实的基解 
矩阵的方法. 


例6试求例5的实基解矩阵（或计算 exp At ). 
解 根据 (5.47) 及附注1，从例5中得 


exp At — 


re (3 + 5i)/ 


L ie 


(3 + 5i)/ 


ie 


(3 ^ 5i) 


e 


(3-5i)/ 






y 



3r 


「 e (34 5i " ie (3 ’1 


• (3^50/ 

L ie 

e (3_5ih J 

r (3 + 5i)r , 

e h 

— e u - 训 

•i(e (3 + 5i) ，_ 

-e (3 " 50r ) 

'cos 5t 

sin 5r 

• - sin 5t 

cos 5t - 



•/ (3^5i)f (3-50/ 

一 i、e — e 

(3^5i)r , (3-5i>f 

e + e 



现在讨论当 A 是任意的 71 x „ 矩阵时 ，（5.33) 的基解矩阵的 
计算方法.先引进一些有关的线性代数知识. 

假设 A 是一个 w x n 矩阵， A ,， A 2 , …， A * 是 A 的不同的特征 
值，它们的重数分别为 n l % n 2 y mt * yn k ，这里+ w 2 + …十〜 = w . 
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那么对应于每一个义重特征值; I ,，线性代数方程组 

(A - A j £)"^ m =0 (5.48) 

的解的全体构成 n 维欧几里得空间的一个 义维 子空间 KG = 1, 
2,…， / O , 并且 n 维欧几里得空间可表示为 L 7, , L / 2 ，…， R 的直接 
和. 

这就是说，对于71维欧几里得空间的每一个向量《，存在唯一 
的向量 w , ， m 2 ，…，其中 Uj G U J (j = 1,2,…，务），使得 

m = + ii 2 + ••• 十 a * • (5.49) 

关于分解式 （5. 49)，我们举出它的两个特殊情形.如果 A 的 
所有特征值各不相同，这就是说，如果每一个~ = 1( ; = 1,2,…, 
々），而々 = 那么，对于任一向量 II ，分解式 （5.49) 中的可以表 
示为 ％ = 其中 Vl , t ; 2 ，…，％是4的一组线性无关的特征向 
量 … （j = l ，2，"*,«) 是某些常数.如果 A 只有一个特征值，即灸 
=1,这时不必对 w 维欧几里得空间进行分解. 

现在利用刚刚引述过的线性代数知识着手寻求 (5.33) 的基解 
矩阵.我们先从寻求任一满足初值条件 9(0)= i ? 的解 pU ) 开始. 
从定理9我们知道，炉 （0 可以表为炉 （ r ) = (exp AO f |, 而我们的 
目标就是要将 （exp At)n 明显地计算出来，即要确切知道供 （0 的 
每一个分量.根据 exp Af 的定义，一般来说 ， （exp A /) i | 的分量是 
一个无穷级数，因而难于计算.这里的要点就是将初始向量 q 进 
行分解，从而使得 (exp At ) n 的分量可以表示为 f 的指数函数与 r 
的幂函数乘积的有限项的线性组合. 

假设 A , , A 2 ，…，分别是矩阵 A 的 w , , w 2 ，…重不同特征 
值.这时由 （5. 49)，我们有 

il = Vy v 2 ^ -• + v k , (5.50) 

其中 t /,(_; = l ，2, … J )， 因为子空间 R 是由方程组 （5.48) 产 
生的，巧一定是 (5.48) 的解.由此即得 

(A - A ; £)y =0, l > n n ) = 1，2 ,…， I (5.51) 
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注意到当矩阵是对角矩阵时，由例 1 知道 ， exp 1是很容易求得 
的，这时得到 


e A , exp (- X . Et ) = e 


e 


e 


e 


E 9 


由此，并根据等式 (5.51), 即有 

(exp At ) v } = (exp At ) e A > / [ exp (- ) ] v ; 

= e A > f [ exp ( A - XjE ) t]Vj 


e 


E + t ( A - XjE ) + yr ( A - X } E ) 2 + 


ft 




v . 


再根据等式 （5.50)， 知微分方程组 （5.33) 的解 ^(0 = (exp At)tf 
可表示为 


k 


k 


( p { t )- (exp At ) r \= (exp At ) ^ ^ ( ex P 


tz 


k r # 2 

2 e ^(A - A ^) + 2 j(A - A ^) + 


•^ ryrU-A 邓- 


V t , 


所以，方程 （5.33) 满足 9(0) = !^ 的解炉 （ o 最后可以写成 


k 


n 


9 ( t )= 2 eV W 

» = 1 L i = 0 1 • 


V.. 


(5.52) 


在特别情形，当 A 只有一个特征值时，无需将初始向量分解 
为 (5.50) .这时对于任何《，都有 

(A - AE)"ii = 0, 

这就是说 ， （A - AE) n S —个零矩阵，这样一来，由 exp 的定 
义，我们得到 
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exp At — e Xt exp ( A - XE)t 

= e , J ]^ T ( A - XEy . (5.53) 

i = 0 2 • 

为了要从 (5.52) 中得到 exp Ai , 只要注意到 
exp At = (exp At ) E=[(exp At ) e x ，（exp At ) e 2 ，…， （exp At ) e n ], 

其中 



是单位向量.这就是说，依次令 l | = A ， *1 =好2，…，》| = ^•，求得 W 
个解，以这 n 个解作为列即可得到 exp 

例7如果 A 是例4的矩阵，试解初值问题^ = 40：,炉(0)= 

% 

»|，并求 exp At . 

解从例4知道，\ = 3是 A 的二重特征值，这时~ =2,只 


有一个子空间 K ，将〜=2及 

L 7^2 ■ 

< p ( t )= e 3 t [ E + t{A - 3 E )] i | 


=e • 

L 7 2 + K - ％ + 7 2 ) J 

利用公式 (5.53), 即得 

exp At = e l [E + t{A - 3£)] 

1 01 「一 1 1 

+ t • 

0 1」 L — 1 1 





(5-54) 
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或者分别令 


fl = e 


0 


n = e 2 


0 


然后代人 (5.54), 亦同样得到上面的结果 

1 — t 


exp At 


例8如果 


A 


-4 1 0 

0-4 1 

0 0—4 

0 0 
0 0 


0 0 
0 0 
0 0 
0-4 0 

0 0 一4 


试求 exp At . 

解这里 rz =5， A =-4 是 A 的5重特征值，直接计算可得 
(A +4 JB ) 3 =0 •因此，由公式 （5.53) 可得 


exp At = e 


i 2 

t ( A +4 E )^ A +4 E ) 2 


这样一来 


exp At 


4r 



"1 _ 


0 

1 

0 

0 

o ' 


1 


0 

0 

1 

0 

0 


1 

+ t 

0 

0 

0 

0 

0 


1 


0 

0 

0 

0 

0 

V 

. 1. 


0 

0 

0 

0 

0_ 


2 T 


0 0 10 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
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例 9 考虑方程组 



x\ = 3X] 一 x 2 + 工 3 ， 

x 2 ~2x x + x 3 

= x x - x 2 + 2 x 3 , 


这里系数矩阵 

"3 - 1 1" 

A = 2 0 1, 

■1 -1 2 . 

试求满足初值条件炉 (0) = f| 的解中（/)，并求 exp Af. 

解 A 的特征方程为 

det(AE - A ) = ( A _1 )(A - 2) 2 = 0 ， 

A , = 1， A 2 =2 分别为 Wl = l ， n 2 =2 重特征值，为了确定三维欧几 
里得空间的子空间 K 和 [ J 2 ，根据 （5.48), 我们需要考虑下面方 
程组： 

(A - E)u =0 和 （ A -2£) 2 m =0. 

首先讨论 

MB ^ 

2-11 

(A - E)u= 2-11 m =0, 

1 "I 1 


或 


嗛 
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2ui ^ u 2 ^ u 3 = 0 f 
^2 u t ~ u 2 + = 0 $ 

u x - u 2 ^ u 3 =0. 

这个方程组的解为 Ml = (0, a ， fl ) T , 其中 a 为任意常数.子空间 
…是由向量 Wl 所张成的. 


其次讨论 



(A - 2 E ) 2 u = - 1 

1 


0 (T 
1 0 
1 0 - 



j 


J - W | + M 2 =0， 

[—M ! + M 2 = 0. 

这个方程组的解为其中 y 是任意常数•子空间 
1/ 2 是由向最 m 2 所张成的. 

现在我们需要找出向量％ G U lf v 2 e L / 2 使得我们能够将初 
始向量1/写成（5.50)的形式.因为％€1/ 1 ,奴 2 €1/ 2 ,所以 



0" 


y ‘ 

Vi = 

a 

, v 2 = 

p 


- a - 


- y - 


其中 a , p ， y 是某些常数，这样一来 


~ Vi ~ 


~ p - 

V 2 

— 

a + P 

- Vi - 


一 o ： + y _ 


因而 /?=7 "a + i 3 = 72， a+y = 73 ,解之得到 a = 72 — 7 i ，夕= 7 i ， 
y = 73 一 72 + 7 i ，且 



一 0 



~ Vi " 

Vi = 

72 - 


, v 2 = 

Vi 


-72 一 

- 


-73 ~ ^2 + Vl - 
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根据公式 (5.52), 我们得到满足初值条件 9(0)= I ?的解为 
( p { t )~ eE Vi ^ e 2 t ( E + t(A - 2 E )) v 2 



_ 0 



f 

_ i 

- 1 

t 

e 

72 一 

V' 

+ e 2 . 

£ 十广 

2 

-2 


-72 - 

7i 」 



_1 

- 1 




7 i 


0」 





e 


0 

72 - V 


+ e 


2 / 


7i + 〆 73 — 72 + 7i) 
Vi + V2 + 


， V2 " 7iJ L 73 - 72 + 7i 」 

为了得到 exp 依次令 i | 等于(1,0,0)'(0，1，0)'(0,0,1) 7 代 
入上式，我们得到三个线性无关的解.利用这三个解作为列，即得 

( 1 + t ) e z, — te 2t te 2t 

exp At — — + (1 + i ) e 2/ e - te 2t te 2t . 


应该指出，公式 (5.52) 是本节的主要结果.公式 (5.52) 告诉我 


们，常系数线性微分方程组 （5.33) 的任一解都可以通过有限次代 
数运算求出来.在常微分方程的理论上和应用上，微分方程组的解 
当 r - 〜时的性态的研究都是非常重要的.例如第六章将要讨论 
的微分方程组的解的稳定性就是其中的一个方面.作为公式 
(5.52) 在这方面的一个直接应用，我们可以得到下面的定理 11. 
关于公式 (5.52) 的更深刻的应用，留待第六章去讨论. 

定理 11 给定常系数线性微分方程组 

x - Ax (5.33) 

那么， 


1°如果4的特征值的实部都是负的，则 （5.33) 的任 一解当 
t ~^ + 00 时都趋于零； 
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2° 如果 A 的特征值的实部都是非正的，且实部为零的特征值 
都是简单特征值，则 （5.33) 的任一解当/-+〜时都保持 有界； 

3°如果 A 的特征值至少有一个具有正实部，则 （5.33) 至少有 
一个解当 + oo 时趋于无穷. 

证明 根据公式 （5.52), 知道方程组 （5.33) 的任一解都可以 
表示为 f 的指数函数与/的幂函数乘积的线性组合，再根据指数 
函数的简单性质及定理中1%2°两部分所作的假设，即可得1°，2° 
的证明.为了证明3°,设 A = a + W 是 A 的特征值，其中 是实 
数且 a >0 .取 q 为 A 的对应于特征值 A 的特征向量，则向量函数 

<p(t) = e kt rj 

是 (5.33) 的一个解，于是 

II 炉 U ) II = e 1 ty || — + oo (当 f — + oo 时）. 

这就是所要证明的. 

本段所讨论的步骤及公式 (5.52) 提供了一个实际计算 (5.33) 
的基解矩阵的方法.在这里我们主要应用了有关空间分解的结论. 
事实上，利用其他方面的代数知识也可以相应地得到计算基解矩 
阵 exp 的别的方法.例如通常微分方程教材所介绍的化若尔当 
( Jordan ) 标准形的方法就是其中的一种，它主要是利用矩阵理论 
中若尔当标准形方面的知识.这一方法在理论上显得颇为简洁，但 
实际计算起来则可能比较麻烦•又如 E . J . Putzer 利用哈密顿-凯 
莱 ( Hamilton - Cayley ) 定理，将基解矩阵 exp Ar 的计算问题归结 
为求解带下三角形矩阵的齐次线性微分方程组的初值问题，方法 
也很简单.现在将提及的方法介绍如下作为附注供读者参考. 

附注2 利用若尔当标准形计算基解矩阵. 

首先对于矩阵 A ， 由矩阵理论知道，必存在非奇异的矩阵 T , 

使得 

T l AT = J. (5.55) 

其中 J 具有若尔当标准形，即 
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这里 


1 , 2 ,…， /) 


为~阶矩阵，并且 + … + w ，= n ， 而/为矩阵>4 - AE 的初 

级因子的个数 ； ApA 2 ，…， A , 是特征方程 （5.46) 的根，其间可能有 

相 同者； 矩阵中空白的元均为零. 

由于矩阵 J 及 ， （j = 1,2,…， /) 的特殊形式，利用定义 
(5.34) 容易计算得到 


"exp Jj t 


exp Jt 


exp J 


， (5.56) 


exp J, t 


其中 


L L ^ 

f ■ ■ I ■ • • • ^ ^ 

2! U -1)! 


exp Jjt 


(n,-2)\ 


(5.57) 


所以，如果矩阵 J 是若尔当标准形，那么可以计算得到 exp 力，由 
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(5.55) 及矩阵指数的性质 3°, 可以得到微分方程组 （5.33) 的基解 
矩阵 exp 1的计算公式 

exp At = exp( TJT 1 )t — T(exp Jt ) T~ l . (5.58) 

当然，根据 5.2.1 的推论厂，矩阵 

yf ( t )= Texp Jt (5.59) 

也是 （5.33) 的基解矩阵.由公式 （5.58) 或者 （5.59) 都可以得到基 

解矩阵的具体结构，问题是非奇异矩阵 r 的计算比较麻烦. 

附注3 计算基解矩阵 exp A 的另一方法. 

用直接代人的方法应用哈密顿-凯莱定理容易验证 U41 

«- 1 

exp At = ^ , 

> * 

其中 P 0 = = JJ (A - A * E)G = 1,2, …，《),而 r〆 ，）， 

卜 1 

r 2 ( r ), …，是初值问题 

厂； = 夂 n ， 

^ r ] - r } . { + A ，, (_;= 2，3，•••，”)， 

/1 (0) — 1, (0) = 0(^ = 2,3广.，打） 

• 的解， Ai ， A 2 ，… ，心是 矩阵 A 的特征值（不必相异）. 

现在应用这一方法计算例9给岀的方程的基解矩阵 exp . 
这时 A , = 1 , A 2 = A 3 =2,求解初值 问题： 

>； = r lt 
^2 = r x +2 r 2 , 
r; = r 2 +2r 5 , 

r, (0) = 1, r 2 (0) = r 3 (0) =0, 

得到 = e l f r 2 = e 2t ~ e l f r 3 = (t - l ) e 2 ’ + e ' ，计算得 


• 238 - 








P 2 = (A -£)(A -2E) 


\ 

-1 

r 

1 

• 

—1 

1 

-0 

0 

CL 


最后得到 


2 


expAt - ^ r j ^ l (t)P } 


o 


(l + Oe 2< 

(1 + t)e 2t — e 

it 


it 


it 


一 te" te 
~ fe 2/ + e ； e 2r 
e ^ e - e 2f + e f e 2t 

与例 9 所得结果相同. 

最后，我们给出非齐次线性微分方程组 

x ' — Ax + f ( t ) (5.60) 

的常数变易公式，这里 A 是 nX „ 常数矩阵， /( r ) 是已知的连续向 
量函数.因为 (5.60) 对应的齐次线性微分方程组 (5.33) 的基解矩阵 
为 0 U ) = exp Ar ， 所以， 5.2. 2中的常数变易公式在形式上变得特 
别简单.这时，我们有少 1 (5) = exp( - sA ) , 0 ( t ) 1 (5) = exp[( f 

- s ) A ], 若初值条件是炉 U 0 ) = if ， 贝 fl 9 k (t) = exp[(r ~ 4 ) A ] t |, 
(5.60) 的解就是 


(p(t ) 二 exp[ (t - t 0 ) A]tj exp[ (r ~ s) A ]f(s) 6 s • 


0 


(5.61) 

我们可以利用本段提供的方法具体构造基解矩阵 exp Al 然而， 
除非是某些特殊的情形，要具体计算 （5. 61) 中的积分式也是不容 
易的. 

例10设 

• • 

3 51 


A 


-5 3 


fit) 


e 


0 


试求方程 Ax + /(0 满足初值条件 〆 ()) 


0 


的解 (pit). 
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解由前面的例6知道， 


exp At = e : 


cos 5 t sin 5 t 

— sin 5 t cos 5 t 


代入公式 (5.61), 我们得到（利用/ 0 =0) 


- 3 r 


(p( t)=e 


cos 5 t sin 1 FO 


- sin 5^ cos 5 t 


' TO ' 

• U - 


3(f-s) 


cos 5(/ - 5 ) 
一 sin 5 ( t — s ) 


sin 5 (^- 5 ) 
cos 5( / - 5) 


我们计算上面的积分 如下: 


^(0 = e 


sin 5 / 
cos 5 t 


+ e 3/ e 


cos 5 ^cos 5 s + sin 5 之 sin 5 s 
sin 5 fcos 5 s + cos 5 fsin 5 s 


ds f 


利用公式或者分部积分法，得到 

•I e_ “ 

e 45 cos 5 sds — ~ 4 cos 5 s + 5 sin 5 s ) 

.n lo + 


e 45 sin 5 sds 


I6T25 


(— 4 sin 5 s — 5 cos 5 a ) 


最后我们得到 






*5.3.3 拉普拉斯变换的应用 

拉普拉斯变换可以用于解常系数高阶线性微分方程，也可以 
用来解常系数线性微分方程组.为此，首先将拉普拉斯变换推广到 
向量函数的情形.我们定义 

父 [/ ⑴]= r * 

Jo 

其中/(0是 w 维向量函数，要求它的每一个分量都存在拉普拉斯 
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变换.这里，我们通过几个例子介绍如何应用拉普拉斯变换求解常 
系数线性微分方程组.如果掌握了较好的计算机软件知识,可以直 
接利用计算机软件进行求解（参阅附录 n ). 

例11利用拉普拉斯变换求解例 10. 

解 将方程组写成分量形式， b 卩 
J jt 1 = 3 x { + 5 x 2 + e ~ 7 , 
x \ = - 5 xi + 3 x 2 , x , (0) =0, x 2 (0) = 1. 

令对方程组施行拉普拉 
斯变换得到 




sX i (s) = 3X l (s)^5X 2 (s)^ 


1 


s 


sX 2 (s)-l= -5X 1 (5)+3X 2 (5), 


即 


< 


(s - 3)^! (s) - 5X 2 (s) 


5 


5X 1 (5) + (5-3)X 2 (5) = l. 


由此解得 




s — 3 


X^s) 


s 


(•s-3) 2 +5 2 
5 — 3 


41 


4 


(5 - 3) 2 + 5 4 


46 ( 7 ^ 3)^- 4 7 


5 — 3 — 


5 


X 2 (s) 


s 


( 5 — 3) 2 + 5 2 


41 


46 


5 — 3 


5 


-3 广 + 5 ] 
取反变换或査拉普拉斯变换表即得 


一 4 _ , _ _s_ 

(s — 3) ‘ 十 5 s 


x x ( t ) = 



(4cos 5t + 46sin 5t — 4e 4/ 
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X 2 (t) 



e 3 ’ （ 46cos 5/— 4sin 5^ — 5e 4 ’）. 


所得结果跟例 10 —致. 
例 12 试求方程组 


j 1 = 2x { + x 2 
= 一 X〗 + 4 j ： 2 


满足初值条件^(0)=0,^ 2 (0) = 1的解（％ (/),%(/))，并求出 
它的基解矩阵. 

A (0,： r 2 = < p 2 (0 满足微分方程组，我们对方程取拉普拉斯变换, 
得到 

(5X j (5)-^ 1 (0)=2X i (5) + X 2 (5), 

[ 5 X 2 ( 5 ) - 史 2 (0) = - X, ( 5 ) + 4X 2 (5), 

即 

J(5-2)X 1 (s)-X 2 (s) = <Pi (0) = 0, 

[X, (5) + (s -4)X 2 (s) = (p 2 (0) = 1. 

解出 X , U ), X 2 ( j ), 得到 


Xl(s) = U^W 9 X2(5) "(7^ == 7^3 + (7^37 , 

取反变换，即得 ' 

<Pi(t) = fe 3/ , (p 2 (t) = e 3t + te 3 ' = (1 + Oe 3/ . 

为了要寻求基解矩阵，再求满足初值条件的 
解 （A G )，02(0). 如前一样，我们得到方程组 

J(<5 — 2)X](5) — K 2 ( 5 ) — 0i(O) = 1, 

[X,(s) + (5-4)X 2 (5) = 02 (0) =0 

的解为 


X x (s) 


5 一 4 


(s —3) 2 5-3 ( 5 - 3 ) 


7 , 


x 2 (s) 




-1 


(s - 3) 2 
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取反变换，得到 

0! (^) = (1 - t)e f , <p 2 (t)= - te l . 


这样一来，基解矩阵就是 



A ⑴， 

- 3r 

•卜 t t " 

_ 02 ( 之） 

卩 2(，）_ 

一 e 

- - t 1 + 广 • 


0(t) = 


读者可以将结果与前面的例7比较一下. 


从上两例中我们可以看到，应用拉普拉斯变换可以将求解线 
性微分方程组的问题化为求解线性代数方程组的问题.如果方程 
组的阶数不很高的话，那么它的解是容易求出来的. 

应用拉普拉斯变换还可以直接去解高阶的常系数线性微分方 
程组，而不必先化为一阶的常系数线性微分方程组. 


例 13 试求方程组 

J x\ - 2x\ *** X 2 + 2x 2 — 0, 

U ； -2工, -2 e _, 

满足初值条件 ( p x ( 0 ) = 3 , < p [ ( 0 ) = 2 y ( p 2 ( 0 ) = 0 的解（史 i f) ， 
< p 2 ( t )) • ， 

解令=义[妒 2 (0]，对方程组取 
拉普拉斯变换，我们得到 

[s 2 Xj ( 5 ) — 3s - 2] - 2[ sX { (s) — 3] ~ sX 2 (s) + 2X 2 (s) = 0, 

1 [ 5 X^ 5 )-3]-2X^5)+ 5 X 2 ( 5 ) = ^-, 


整理后得到 


( 5 2 - 2s)X x (s) - (s-2)X 2 (s)=3s- 4 9 
(s - 2)X^5) + sX 2 ( 5 ) = — s ^ • 

5 + 1 

解上面方程组，即有 
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Xj ( 5)— 

< 


3 s 2 — 4 s — l 
(s + l)(s - l)(s - 2 ) 




X 2 ( s ) 


2 


(5 + 1)(5 - 1 ) S-l 


再取反变换就得到解 




( p x { t ) = e + e _/ + e 2f f ( p 2 ( t ) = e -e r . 

从上述各例可以看到，应用拉普拉斯变换求解常系数线性微 


分方程（组）的初值问题是比较快捷的.但遗憾的是，它对方程中强 
迫项的性质要求比较高.因此，并非任何常系数线性微分方程(组) 


都能用拉普拉斯变换法进行求解，这是必须注意的. 



1. 假设 A 是矩阵，试证： 

(1) 对任意的常数 ChQ 都有 

exp(fj A ^ c 2 A ) = exp c x A .exp c 2 A ； 

(2) 对任意 整数匕 都有 

(exp A) k = exp kA - 

(当 A 是负整数时，规定 （exp A )* = [(exp A )' 1 ]'*.) 

2. 试证 ：如果 炉 U ) 是 / = 满足初值条件少 （/ 0 )= i | 的解，那么 

9 ( 0 = [exp - r 0 )] fj . 

3. 试计算下面矩阵的特征值及对应的特征 向量： 



4. 试求方程组的一个基解矩阵，并计算 exp Ah 其中4 为: 
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2 

-3 

3" 


■1 0 

3 一 

(3) 

4 

一 5 

3 

; (4) 

8 1 

一 1 


A 

一 4 

2- 


-5 1 

-1- 


5. 试求方程组，= Ax 的基解矩阵，并求满足初值条件 fKO ) 


( pit )： 

(1) A = 



1 0 3' 

(2) A = 8 1 一 1 

-5 1 - 1- 



1 2 r 

(3) A= 1 -1 1 

-2 0 1 - 



0 

jO - 


6. 试求方程组 Ar + /(0 的解 


(1) 9(0) 


' -1 




2- 

3. 


J ( t ) 


e 



0 

1 

(T 


- 0 - 

(2) 炉 (0) = 0, A = 

0 

0 

1 

>fit)= 

0 


-一 6 

一 11 

一 6- 


- t 

」 


(3) 炉 （0) = 

L 72 」 



-3_ 
一 1- 


，/⑴ 


sin t 

一 2 cos t - 


7. 假设 m 不是矩阵 A 的特征值.试证非齐次线性微分方程组 

x = Ax + ce m, 

有一解形如 

x ( t ) = pe m, , 

其中是常数向量. 

8. 给定方程组 


x \ — 3x\ + 2x { + _ jt 2 = 0 , 

x\ - 2x x + X 2 + x 2 = 0, 

(1) 试证上面方程组等价于方程组 〆 = An , 其中 


1} 的解 
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鉍 1 


了 1 


一 0 

1 

(T 

U = 

u 2 

— 

/ 

尤 1 

，A = 

一 4 

4 

2 


一 w 3 _ 


-^2 - 


- 2 

_ 1 



(2) 试求 （ i ) 中的方程组的基解矩阵； 

(3) 试求原方程组满足初值条件 

X, (0)-0, x \ (0) = 1, x 2 (0) =0 


的解. 

9. 试用拉普拉斯变换法解第5题和第6题 ，也珥 以利用计算机软件求 
解之. 

10. 求下列初值问题 的解： 


( 1 ) 


⑵< 


x 


x 


x 


X 


IX 

X 


X 2 = 0, 


X 




X 


2 ( 0 ) =0 


^2 


+ 3jti + 2:r〗 + xj + x 2 — 0 1 
+ 2 j：i + — jc 2 = 0， 


⑶ < 


(0) = l f x ； (0) = -1,J 2 (0) = 0; 

- w 2 x 2 = 0, 

X 2 + w 2 Xt = 0, 

ljc t (0) = 7i ,x\ (0) = rfi yX 2 ( 0 ) - 73 ,X2(0) = tj a . 

11. 假设:是二阶常系数线性微分方程初值问题 

^ + ay + by = 0 9 
y(0)=0,y(0)^l 


的解，试证 


y 


0 


< p(x - t ) f ( t)dt 


是方程 


/ + ay + by - f{x 
的解，这里 /( i ) 为已知连续函数. 


束騮字刃 S 庙 


线性微分方程组理论是微分方程理论中重要的组成部分.无 
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论从应用的角度或者从理论的角度来说，本章所提供的方法和结 
果都是重要的，它是进一步学习常微分方程理论和其他有关课程 
的必不可少的基础知识.学习本章时应注意如下 几点： 

1. 理解线性微分方程组解的存在唯一性定理，进一_熟悉和 
掌握逐步逼近法.要熟悉向量与矩阵的表述方法. 

2. 掌握线性微分方程组的一般理论主要是了解它的所有解 
的代数结构问题.这里的中心问题是齐次线性微分方程组的基解 
矩阵的概念•有了基解矩阵，齐次线性微分方程组的任一解可由基 
解矩阵表示，而非齐次线性微分方程组的任一解亦可通过积分由 
基解矩阵表示，这就是所谓常数变易公式 .一 般理论的基本内容可 
以概括在定理 r ，定理2•及常数变易公式 （5.27) 中.读者可以此 
为线索了解有关内容. 

3. 基解矩阵的存在与具体寻求是不同的两回事.一般齐次线 
性微分方程组的基解矩阵是无法通过积分得到的.但当系数矩阵 
是常数矩阵时，可以通过代数方法求出基解矩阵，这时可利用矩阵 
指数 exp Ah 给出基解矩阵的一般形式，而基解矩阵的具体计算 
方法，主要是利用公式 （5.52) .在理论上还要注意用若尔当标准形 
表示基解矩阵的方法. 

拉普拉斯变换是求解常系数线性微分方程组的初值问题的一 
个简便方法，要懂得运用.也可以利用有关计算机软件直接求解. 

4. 掌握高阶线性微分方程与线性微分方程组的关系 ，慊 得将 
线性微分方程组的有关结果推论到高阶线性微分方程上去，从而 
在一个统一的观点下理解这两部分的内容. 
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非线性微分方程 


在本书第一章绪论中我们给岀了一些描述客观现实世界运动 
过程的常微分方程模型，这些常微分方程有线性或非线性、有可解 
或不可解等各种类型.前面几章讨论了一阶微分方程的初等解法、 
解的存在性和线性微分方程（组），这一章我们将讨论非线性常微 
分方程.非线性模型往往更能反映运动过程的本质，而非线性常微 
分方程大多数都不能直接求解.这就提出一个如何研究非线性常 


微分方程的问题. 

早在一百多年前,俄国李雅普诺夫和法国庞加莱曾分别提出 
常微分方程的稳定性和定性的理论和方法，为我们指出研究非线 
性常微分方程的新方向.经过一百多年的发展，常微分方程的稳定 
性和定性理论已成为常微分方程理论的重要分支. 

近三十多年来，出现了研究带参数的方程当参数变化时方程 
解的类型变化的分支（又称分歧、分岔）问题的热潮，特别是，由此 
引出发现有奇异（怪）吸引子及混沌现象的这类微分方程解的新的 


性质.分支和混沌理论的发展不但影响了常微分方程的研究，并在 


科学界中掀起了一股在确定系统中寻求随机现象的热潮，更触发 
了打破几百年来牛顿确定论的科学方法论的革命. 


本章第1,2节，先给出常微分方程组的存在唯一性定理，然后 
介绍稳定性概念及稳定性理论的李雅普诺夫第二方法 （ V 函数方 
法）； 第3,4节的内容是平面定性理论，包括奇点、极限环与平面图 
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貌; 第 5 节为分支和混沌，包括单参数常微分方程的分支和 Lorenz 
方程与 混沌； 第6节则涉及哈密顿方程以及与其有关的混沌与孤 
立子. 

这一章，希望能通过非线性常微分方程的分析给读者一个常 
微分方程理论及其主要发展的简单概貌. 

§6.1 稳定性 

6.1. J 常微分方程组的存在唯一性定理 

本章讨论非线性常微分方程组 

= ( 6 . 1 ) 

的解的性态.在讨论解的性态之前，首先要保证解的存在、唯一等 
性质，即要讨论方程组 （6.1) 的解的存在唯一性以及解的延拓和解 
对初值的连续性、可微性等，这可概括为下面的定理.由于定理的 
证明方法同一阶方程的情形类似，这里就不重复了. 

设给定方程组 (6.1) 的初值条件为 

y(t 0 ) = y 0 , (6.2) 

考虑包含点 （ fo ，7。 ） = ( ；3^。 ，： y 2 。 ，…的某区域 

Ri \ t - t 0 ， II j — II . 


在本章中 y 的范数 || y || 定义为 || y || = •所谓 

gGd ) 在域 G 上关于 y 满足局部利普希茨条件是指 ：对于 G 内 
任一点（〖。， J 。） ，存在闭邻域 /? CIG ， 而于尺上关于 y 满足 
利普希茨条件，即存在常数 L >0, 使得不等式 

II ； j) ~ ； j^) II II y - y || (6.3) 
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对所有（/,夕），（/,夕）6尺成立.1称为利普希茨常数. 

存在唯一性定理 如果向量函数#(/;30在域只上连续且关 
于 j 满足利普希茨条件，则方程组 （6.1) 存在唯一解 y =9( t ; t 0f 
h ), 它在区间上连续，而且 

< p ( t 0 ; t 0 y y 0 ) = y a , 

这里 /z = min(a ，為 ) ， iVf = ( max ^ || g(t ； y ) || . 

解的延拓与连续性定理 如果向量函数 g ( r ;3 0 在某域 G 内 
连续，且关于^满足局部利普希茨条件，则方程组 （6.1) 的满足初 
值条件 (6.2) 的解3^炉0以 0 ，少。）（（^>，少。）6 0)可以延拓，或者 
延拓到+ «>( 或- 00) ; 或者使点（£,9(/以。，：^。））任意接近区域（3 
的边界•而解炉 （？ w Q ， h ) 作为£，~，:^。的函数在它的存在范围内 
是连续的. 

可微性定理 如果向量函数容0 ;3 0及_0,7 = 1 ，2，.“，幻 

在域 G 内连续，那么方程组 (6.1) 由初值条件 (6.2) 确定的解> = 
炉 （ MG ，％) 作为的函数，在它的存在范围内是连续可微 
的. 


6.1.2 李雅普诺夫稳定性 


让我们从一个简单的方程谈起.考虑一阶非线性微分方程 

^ = Ay - By\ (6.4) 

其中 A ， B 为常数且 A ， B >0, 初值条件为 3^(0) = 3^0- 
. 由 §2.1.1 例3知，方程 (6.4) 有通解 

为任意常数） 

W + re 

和两特解％ =0与 A = 4.考虑初值条件，得到方程 （6.4) 满足初 
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值条件的解 

尸 - 1~A ^ ~\- • (6.5) 

B+ - B je" A, 

对应于初值^。的所有可能情况，解 (6.5) 的图像如图 （6.1) 所 
示•从图中可以看到，当 A >0， B >0 时，满足初值条件 y (0) = yo 

>0的所有解均渐近地趋于解3； 2 ( ? )= 会； 而当 A <0 及 B <0 
时，满足初值条件 j (0) = %<会的解均趋于解 : yi (/) =： 0,但满足 

初值条件: y (0) = %>会的解则趋向无穷，且以平行于 > 轴的直线 

为渐近线.这些特性也可以由解的表达式 （6.5) 直接推出.在第一 

■ 

种情形，即 A >0』>0时，解力⑴=#被说成是稳定的，而对解 



⑻ ^>0, B >0 ( b ) ^<0, B <0 


图 （6.1) 
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%(/) = (), 由于满足初值条件 〆 ()）= %<会的解均越来越离开 

它，这样的解％ ( r ) 被说成不是稳定的，或不稳 定的； 同样，在第二 
种情形，即 A <0 和 B <0 时，解是稳定的，而解 _ y 2 0 ) 为不 
稳定的. 

稳定性的物理意义是明显的，因为用微分方程描述的物质运 
动（例如某一质点运动）的特解密切依赖于初值，而初值的计算或 
测定实际上不可避免地出现误差和干扰.如果描述这运动的微分 
方程的特解是不稳定的，则初值的微小误差或干扰将招致“差之毫 
厘，谬以千里”的严重后果.因此，这样不稳定的特解将不宜作为设 
计的 依据； 反之，稳定的特解才是我们最感兴趣的.这说明解的稳 
定性的研究是一个十分重要的问题，可是大多数非线性微分方程 
是不可能或很难求出其解的具体表达式来的.因此，必须要求在不 
具体解出方程的情况下判断方程的解的稳定性态. 

当我们研究方程组 (6.1) 的解的性态时往往与具有某些特殊 
性质的特解联系在一起.为研究方程组 （6.1) 的特解 : y = pU ) 邻 
近的解的性态，通常先利用变换 

X-y- <p(t) (6.6) 

把方程组 (6.1) 化为 

裝 =/( 。文)， (6.7) 

其中 

f ( t ; x ) = g ( t ; y ) - d :(/) 

= g ( t ; x + 

此时显然有 

/ U ;0) = 0， （6.8) 

而把方程组 (6.1) 的特解3^=炉 G ) 变为方程组 (6.7) 的零解 x = 0 .于 
是，问题就化为讨论方程组 (6.7) 的零解 jc = 0 邻近的解的性态. 
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例如对方程 (6.4) 的特解 y 2 (0 = 我们可以通过变换 

A 

x = y ~B 

把方程 (6.4) 变为方程 

— — Ax - Bx 2 . (6.9) 

dt 

这样，讨论方程 (6 .4) 的特解 = ^的稳定性态便可以化为讨 

论方程 （6. 9) 的零解 *r = 0 的稳定性态.将方程的特解通过变换 
(6.6) 化为零解再进行零解稳定性态的讨论，可不必就各种特解讨 
论其稳定性态.驻定微分方程常用的特解是常数解，即方程右端函 
数等于零时的解，如方程 （6.4) 的特解义和3^微分方程的常数 
解，又称为驻定解或平衡解（见 §1.2). 

下面给出方程组 （6. 7) 的零解 x = 0 的稳定性——通常称为 
李雅普诺夫意义下的稳定性——的定义. 

考虑微分方程组 （6. 7)，假设其右端函数 / U , jc ) 满足条件 
(6.8) 且在包含原点的域 G 内有连续的偏导数，从而满足解的存 
在唯一性、延拓、连续性和可微性定理的条件. 

定义1如果对任意给定的 e >0, 存在 S >0(5 —般与 e 和 r 。 

有关），使当任一 A 满足 II x 。 || 时，方程组 （6.7) 的由初值条 

件 x (4) = A 确定的解，对一切均有 

II x ( t ) II < £ , 

则称方程组 (6.7) 的零解 jc = 0 为稳定的. 

如果 （6. 7) 的零解 jc = 0稳定，且存在这样的 d 0 >0 使当 

II JCq II <占。时，满足初值条件太（“）=: 0 的解 x ( t ) 均有 

lim jc (，） =0， 

-f oo 

则称零解 JC =0 为 渐近稳 定的. 

如果 jc = 0 渐近稳定，且存在域 D d ，当且仅当时满足 
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初值条件 x ( G ) = x 。的解 JC (/) 均有 lim JC (0 = 0, 则域 D 0 称为 

t 細 • + OO 

(渐近）稳定域或吸引域.若稳定域为全空间，即^0= +°°，则称零 
解 jc = 0 为全局渐近稳定的或简称全局稳定的. 

当零解 jc = 0 不是稳定时，称它是不稳定的.即 是说： 如果对 
某个给定的 e >0 不管^>0怎样小，总有一个 JC 。 满足 || X 。 || < 
夂使由初值条件 x ( t 0 ) = &所确定的解 JC ( r ), 至少存在某个 
使得 

II Jc(^i ) II = e , 

则称方程组 (6.7) 的零解 x = 0 为不稳定的. 

二维情形零解的稳定性态，在平面上的示意图如图 （6.2). 



( b ) 渐近稳定 ( c ) 不稳定 

图 （6.2) 岑解的稳定性态 
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例如对方程 (6.4)， 当 A <0 及 B <0 时其零解 ： y = 0 为渐近 
稳定的，稳定域为:.这只要取及 A =会即可.事实上, 

由解的表达式 （6.5) 或图 （6. lb ) 知道 ，当％ <会时，解火0对一 
切有丨: y(f )|<丨7(£。）|成立，且 

lim y(t) =0. 

/-► -f oo 

故由定义，零解 y = 0 为渐近稳定的，稳定域为 y <^. 

同样，当 A >0 ,B >0时，方程 （6. 9) 的零解 i =0即方程 
(6.4) 的解 y 2 (，） ^为渐近稳定的，稳定域为 * r > -会或 y 〉0. 
而当 A >0, B >0 时方程 （6.4) 的零解 : y = 0 和当 A <0， B <0 时 
方程 （6.9) 的零解 *r = 0 或方程 （6.4) 的解^ = ^都是不稳定的.这 
同样可由解的表达式 (6.5) 直接推出或从图 （6.1) 看出. 

6.1.3 按线性近似决定稳定性 

有了稳定性的概念，现在我们考虑最简单的一阶常系数线性 
微分方程组 

瓤 

^ = Ax 9 (6.10) 

由第五章 §5.3 的 (5.52) 式知道，它的任一解均可表为形如 

w (6.11) 

m - 0 

的线性组合，这里 A , 为方程组 (6.10) 的系数矩阵 A 的特征方程 

det(A - A£) = 0 (6.12) 

的根 （ E 为单位矩阵），[为零或正整数，由根 A . 的重数决定. 
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根据 (6.11), 与第五章的定理 11 相对应的我们可以得到如下 
的 结论： 

定理1 若特征方程 （6. 12) 的根均具有负实部，则方程组 

(6.10) 的零解是渐近稳 定的； 若特征方程 (6.12) 具有正实部的根, 
则方程组 (6.10) 的零解是不稳 定的； 若特征方程 （6.12) 没有正实 
部的根，但有零根或具零实部的根，则方程组 (6.10) 的零解可能是 
稳定的也可能是不稳定的，这要看零根或具零实部的根其重数是 
否等于1而定. 

现在考虑非线性微分方程组 

= Ajc + «( x ), • (6.13) 

其中 1 ?( 0 )= 0 , 且满足条件 

11 11 —0( 当 || jc || —0 时）. （6.14) 

显然 jc = 0 是方程组 (6.13) 的解.亦是方程组的奇点.见§ 1.2. 

对于非线性微分方程组 （6. 13) 的稳定性态，自然会提出这样 
的 问题： 在什么条件下 ，（6.13) 零解的稳定性能由线性微分方程组 

(6.10) 的零解的稳定性来决定.这便是所谓按线性近似决定稳定 
性的问题.我们有下面的 结论： 

定理2 若特征方程 （6.12) 没有零根或零实部的根，则非线 
性微分方程组 （6. 13) 的零解的稳定性态与其线性近似的方程组 

(6.10) 的零解的稳定性态一致.这就是说，当特征方程 （6.12) 的根 
均具有负实部时，方程组 (6.13) 的零解是渐近稳定的，而当特征方 
程具有正实部的根时，其零解是不稳定的. 

至于特征方程 （6.12) 除有负实部的根外还有零根或具零实 
部的根的情形，非线性微分方程组 （6.13) 的零解的稳定性态并 
不能由线性近似方程组 （6. 10) 来决定.因为可以找到这样的例 
子，适当变动(当然条件 （6.14) 仍满足），便可使非线性微 
分方程组 （6.13) 的零解是稳定的或是不稳定的，这种情形称为 
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临界情形.如何解决临界情形的稳定性问题，是常微分方程稳定 
性理论的重大课题之一. 

关于定理2的证明，最早是由李雅普诺夫用第二方法解决的. 
我们把它留在后面 §6.2 中再补充证明. 

例1考虑有阻力的数学摆的振动，其微分方程为 

+ + 4 " s ^ n 史 = 0， (6.15) 

dr m at I T 

这里长度 /, 质量 m 和重力加速度 g 均大于0,并设阻力系数//> 
0 .令1=^,^ = @,将方程(6.15)化为一阶微分方程组 

= ^ = ~f sinx ~m y ' (616) 

原点是方程组的零解.为了判别能否按线性近似来确定零解的稳 
定性态，将方程组改写成 

箬 = > 37= -fx-^y-f(sinx-x), 

于是相应的线性近似方程组为 

砮 ” ，， - fr》. (6.17) 

而非线性项 

R(x,y) = - *^(sin jo - x) = - f (- + - ) 

• 满足条件 (6.14). 

线性微分方程组 (6.17) 的特征方程为 

A 2 + Al +-f = 0, 

in L 

其根是 
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因 0>0, 特征根均具负实部，根据定理2,当摆有阻力时，微 
分方程组 (6.16) 的零解是渐近稳定的. 

对于方程 （6. 16)，其驻定解除原点外，还有 x = nn ( n = ±1， 
±2,…），尸0.由于 sin I 的周期性，只要再分析一下驻定解 （ tt ,0) 
的性态就吋以了. 

为了研究对应于特解 U ，0) 的稳定性，作变换 
= >于是方程组 (6.16) 化为 

= '%~ = f sin x， ~m y ' - (616)， 

它的线性近似方程组为 

dx ¥ ^ dv # g * u # 

而对应的特征方程的根为 



这是一对异号实根.依定理2知道非线性微分方程组 （6. 16 广的 
零解是不稳定的， B 卩非线性微分方程组 (6.16) 的解 ： r = u = 0 是 
不稳定的.上述结论对解 ： c = ±(2 k -^ lU y y = 0( k 为正整数）同 
样正确. 

如果摆没有阻力，即阻力系数^ = 0,则其线性微分方程组 
(6.17) 的特征方程的根为 



是一对纯虚根，依定理1,线性微分方程组 （6.17) 的解是稳定的. 
此时相应的非线性方程组 （6.16) 的零解的稳定性态无法决定，属 
于临界情形•但对方程组（6.16广，其线性组的特征根仍为一对异 
号实根，故当没有阻力即"=0.时，方程组(6.16)的解： 1 ； = ^ = 0 
仍是不稳定的. 
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定理 2 说明非线性微分方程组 (6.13) 零解是否为渐近稳定的 
取决于其相应的特征方程 （6.12) 的全部的根是否具有负实部.但 
当 n 相当大时， （6.12) 的根是不容易甚至不能具体地用公式表达 
出来的•不过，我们并不要求找出特征方程的全部根，而只要求知 
道所有各根的实部是否均为负.下面介绍赫尔维茨 （ Hurwitz ) 判别 
代数方程的根的实部是否均为负的法则. 

定理 3设给定常系数的；2 次代数方程 

a 0 X n + a , A n 1 + a 2 / T~ 2 + …+ a ” —i A + a n =0, (6.18) 

其中 a 。>0, 作行列式 


A , = a , , A 2 




A 


n 


^3 


a 0 

a 2 





汉 o 

0 

«0 

， = 

a 3 

a 2 


a 3 a 2 





0 

0 

• • 9 

0 



^0 

• • • 

0 


m 

• 


• 

=a, 


其中 a 


a 2n- 1 a 2n-2 a 2»~3 

0 ( 对一切 i>n). 


a 


2； 


a 


那么，方程 (6.18) 的一切根均有负实部的充分必要条件是下 
列不等式同时 成立： 

〜>0， a 2 > o , a 3 > o , …， uo , a n >o. 


这个定理的详细证明见高等代数的课本，这里从略. 
例2 考虑一阶非线性微分方程组 


dx 

di 


■ mm 



dt 


dz 

id7 


一 2x + y — z ^ x 2 e x , 
x - y ^ x 3 y z 2 ^ 
x + y — z~ e x {y l + z 2 ) 


鬌 
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这里线性近似方程组的特征方程为 

- 2 -又 1 -1 

1 -1 - A 0 =0, 

1 1 -1-A 


或 


X 3 十 4 A 2 + 5 X +3 = 0- 


由此得赫尔维茨行列式 

4 

a 0 = 1 ，ai =4,A 2 =， 






根据定理 3, 特征方程所有根均有负实部，由定理 2 知零解 x = 
y = z = 0为渐近稳定的. 

例3对三次代数方程 

A 3 + (a + ft + 1 ) A 2 + b(a + c)A + 2 ab (c ~ 1)=0, 

其中 a >0,6 >0， c >0, 考虑其根均具负实部时参数(：的变化 
范围. 

解计算赫尔维茨行列式，有 

a 0 = 1, a , = a + 6 + 1 
△ 2 = (a + 6十 l ) 9 b(a + c ) 2 ab(c ~ 1), 


a 3 = 2 ab(c — 1) ， 

由定理3,方程的根均具负实部的充要条件是 c > l 及~>0,即 

a 〈6 + l ， c>l 或 a >6 + l ， l < c < c 0 , 


其中 



a(a + 办 + 3) 
a — b ~ I 



1. 对下列方程 ， U ) 求出其驻定解，并画出方程的经过 （0, JT 。） 的积分曲 

线的走向（草图），从而判断各驻定解的稳 定性； （ b ) 作变量变换，使各驻定解 
对应于新方程的 零解： 
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( 1 )d| = Ar + Bx 2 ,A> 0 ,B> 0 ,--<x 0 < + 


( 2 ) - x{x - l)(x - 3 ); 


( 3 ) — = x(l - x)(x - 3 ). 


2 . 直接由 （ 6 . 5 ) 出发，讨论方程 （ 6 . 4 ) 的解 ％(0 = 0 和力 （0 = |~的稳 

定性态（即稳定、渐近稳定、不稳 定 〉. 

3 . 试求出下列方程组的所有驻定解，并讨论相应的驻定解的稳定 性态： 


( 1 ) 


( 2 ) 


每 =/1 - 工 - y )， 


gf = T ：y ^ 2_3jr 

= 9x-6>- + 4x3/-5x 


2 

6 x - — 5 ^ + 4 y ; 


( 3 ) 


dx 

dT 


X + /i (夕一 JT 2 ) f // >0 


( 4 ) 


dj ： 

57 = 厂文 


y~ ^ (j- _ ^) (y _ 2 *ry 


T x ' 


4 . 研究下列方程零解的稳定性 •, 

/4 、 d 3 :r … d 2 x./ dx . a 


⑴ 佘 + 6 砮 + 


JT 二0 


Z fZZ - X{fi 为常数） 


d‘r 

d 7 


•r 一 ： y + 之 , 


( 3 ) ^ = JC - 23 ； + 2 z , 


x + 2 y + z. 


參 
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5 . 某自激振动系统以数学形式表示如下（范德波尔方 程）: 

试讨论系统的平衡状态（即驻定解）的稳定性态. 

§6.2 V 函数方法 


6.2.1 李雅普诺夫定理 


前面讨论了数学摆的振动，当摆有阻力时可由其线性近似方 
程组决.定它的稳定性.但当摆无阻力时，方程组 (6.16) 变成 

^ = ; y ，^= -fsin j ：， （6.19) 

属于临界情形，不能按线性近似决定其稳定性态.为判断其零解的 
稳定性态.我们直接对方程组 (6.19) 进行处理.由方程可得 


于是有 


ydy —— 孕 sin xdx 


-^y 1 + y (1 - cos x) = c , 

这里 c 为任意非负常数 
如果我们取函数 

V{x y y) - 士 : y 2 + y(1 ~ cos x) , 

则此函数有 性质： V (0, 0)=0,而在原点邻近对任何不同时为零的 

U ( I 工 I <丌）有 


vXu) >0. 

现在沿着方程 （6. 19) 的解对函数 
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VU ,： y ) 取导数 


dV ( x ( t ) 9 y ( t )) 
dt 

= V x (x(t) 9 y(t))^p-+ V y (x(t) 9 y(t))^p- 

= -—3; (/ )sin x { t ) + 〆/)( - f sin ) ) = 0 ， 

这里、，表示函数 V 对： c ，： y 的偏导数•由~到 £ 积分上式，得 
到 

V ( x ( t ) , y ( t )) = V ( x ( t Q ) , y ( t 0 )). 

从几何图形看，在 Oxy 平面上 V (: c ,： y )= V ( jc (4)*^(4)) 
=^是一条曲线，其解1 =工0)，3^ = 3^(0在这条曲线上.由于7 
的性质， c 足够小时 V ( u )= c 是围绕原点的一族闭曲线.因此 
在没有阻力情况下的数学摆方程组 （6. 19) 的零解是稳定的，但不 
是渐近确定的. 

这样，借助构造一个特殊的函数 V ( u ), 并利用函数 

V (: r , 30及其通过方程组的全导数的性质来确定方程 

组解的稳定性，这就是李雅普诺夫第二方法的思想.具有此特殊性 
质的函数称为李雅普诺夫函数，简称 V 函数. 

现在讨论如何应用 V 函数来确定非线性微分方程组解的 
稳定性态问题.为简单起见，我们只考虑非线性驻定微分方程 
组 


^ = ( 6 . 20 ) 

假设/(0) = 0,且 / U ) 在某域 G : || jc || < A ( A 为正常数）内有连 
续的偏导数，因而方程组 （6.20) 的由初值条件文（~) = &所确定 
的解在域 G 内存在且唯一.显然 x = 0 是其特解. 
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定义 2 假设 VU ) 为在域 II jc || 内定义的一个实连续 

函数， V (0) =0.如果在此域内恒有 V ( jc )>0, 则称函数 V 为常 
正的； 如果对一切都有 V ( jc )>0, 则称函数 V 为定 正的； 如 
果函数- V 是定正（或常正）的，则称 V 为定负（或常负）的. 

进一步假设函数 V ( jc ) 关于所有变元的偏导数存在且连续, 
以方程 （6.20) 的解代人，然后对 r 求导数 


dV 

dt 


^ dVdx { _ 十 dV 

^ i c) nr A t 




这样求得的导数 $ 称为函数 V 通过方程 (6.20) 的 全导数 


dt 


例1函数 


V ( x y y ) = ( x ^- y ) 


2 


是常 正的； 而函数 


7(工，30 = (1 + 5) 2 十： y 4 


是定 正的； 函数 


V(x f y ) = sin ( x 2 + y 2 ) 


在域 ： c 2 +： y 2 < it 上定正，在全平面上是变号的. 

二次型函数 

V(x 9 y ) = ax 1 + bxy + cy 2 , 

当 a >0 且 4 ac - 6 2 >0时是定 正的； 而当 a <0且 4 ac - 6 2 >0时 
是定负的. 

定理 4 如果对微分方程组 （6. 20) 可以找到一个定正函数 
VU ), 其通过 （6.20) 的全导数 g 为常负函数或恒等于零，则方 


dt 


程组 (6.20) 的零解是稳定的. 
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如果有定正函数 V(JC), 其通过（6.20)的全导数¥为定负 

的，则方程组 (6.20) 的零解是渐近稳定的. 

如果存在函数 V(x) 和某非负常数；/，而通过 （6.20) 的全导 

数 g 可以表示为 


穿 =，+ W(x ) 9 

且当时， W 为定正函数，而当时 W 为常正函数或恒 
等 于零； 又在 jc = 0 的任意小邻域内都至少存在某个又，使 V ( x ) 
>0,那么，方程组 （6.20) 的零解是不稳定的. 

证明不妨假设定理中出现的定号函数和常号函数均在域 || X || < 
中有定义.下面分三部分来证明定理. 

稳定性任给正数 e < f /， 由 VU ) 的连续性和定正性知，必定存在 

/ = inf v(jr)>0, 对 II JT II < H . 

又由 V (0) = 0 和 v ( x ) 连续推知存在充分小的占< € ,使对 II JC II <占有 
V(x)</. 

现在证明，对这样的 (5, 只要 || ； c 。 || 则以 jc d 为初始向量的解 x ( t ) 
对一切满足不等式 


I x ( t ) II <£• 


( 6 . 21 ) 


由解对 r 的连续性，不等式 （6.21) 至少对某个区间丁成立.因 
e < H , 由定理条件有 


dV ( x ( t )) 

~!Tt 


<0或 =0 f 


积分之，得 


V(jt(/))- V(x 0 )= \ ^^ . ( ■ ^ )) ck<0 或三 0. 


因此当 了时有 


V ( x ( t ))^ V ( x 0 )< l , 


( 6 . 22 ) 
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这证明了在解满足不等式 (6.21) 的任意区间内，式 (6.22) 均成立. 

如果式 (6.21) 不是对一切成立，则当/从逐渐增大时必存在某 
一值 〆 ，使~<^<广时不等式(6.21)仍成立，但在£ = 〆 ，有 II x ( 〆） II = 
由于^<//，故式(6.22)在/ 时仍成立，即 


V(jr(T ))</， 

但由/的定义，显然 

II x(t" ) || < e . 

这与原假设的 II x ( t 9 ) || 矛盾.故此，不存在，这就是说，解 x (0 对一 
切均满足不等式 (6.21), 即方程组 (6.20) 的零解是稳定的. 

r 

渐近稳定性根据刚才的证明，当 g 定负时，显然零解是稳定的.现在 

就取稳定性证明中所确定的 S 作为即取4 = 1因而当 || X 。 U 时 
II x ( t ) || <H 对一切。成立.为了证明 Um || x ( t ) II =0,首先证明 

OO 

\ imV ( x ( t )) = 0 . (6.23) 

I — <» 


由于是定负函数， vug )) 对^是递减的，故存在极限 

limV(x(/))-c. 

t^QO 

如果(:关0,则对于任何有 

V(x(t))>c. 

又因 VU ) 连续、定正， V (0)=0, 故存在 A >0 使对于任何？>心有 

II x(l) || > A . 

如果取 

dV(jc) 

m = sup ； -, 

I jrll dt 

由于为定负的，故 m <0, 于是 

% 

V(x(t)) - V(jc 0 ) = dt ^： m(t - to), 

Jt o at 

即 
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V ( x ( r)X V ( x 0 ) + m(t - t 0 ). 

当 z 不断增大时，上式使函数 VUG)) 变为负数，这与 VU) 的定正性矛盾. 
因此，必须（= 0,即式（6.23)成立. 

现进一步证明由式 （6.23) 可以推出 

iim || x ( t ) || =0. (6.24) 

oo 

若上式不成立，则因零解稳定，解 x (0 是有界的，故存在某一序列 = 
1,2,…），々- ► 00 时，，*-^°°，使 


lim || x ( t k ) || = || 〆 || #0. 

>-♦00 

于是根据函数 V ( JC ) 的定正性，有’ 

iim V ( x (^ )) = V ( x m )^0, 

蚤一» oo 

这与式 (6.23) 矛盾.这证明式 (6.24) 成立，故零解是渐近稳定的. 


不稳定性由定理条件，不管怎样小，总存在&使 II x 。 || <5且 
V ( x Q )>0 .我们证明以 jt q 为初始向量的解 x (0 必然走出域 II x || <只之 
外.若不然，则有 

II x(t)\\ <出当 时 ） • 


注意到 g 的表达式及对 w 的假设，当时有 


~ fiV^O 或三 0 


两边乘以 


d 


于是得 


即 


去 (V e -A-V)>0 或 =0, 


V(jc(i))e^ (r ' l o ) >V(x 0 ), 


V ( x ( t ))> V ( x 0 ) e / llt ' t o ) ^ V ( x 0 )> O f 
只要取^足够大，则 VUU )) 可以任意大. 

而当 /i = 0 时，由 w 的定正性有 

r dV ( x ( t )) 


VU ⑴）- V ( jt 0 ) 


dt 


dt ^ 0 9 


同样得到 


V(x(/))^V(jc 0 )>0. 
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又因 VU ) 连续、定正， V (0) = 0, 所以必存在 A >0, 使对任何/>心，有 
II x ( t ) || .由于 W ( x ) 是定正函数，于是存在正数 

m = inf W ( x ) f 

这样一来，便有 

V ( x ( t ))- V ( x 0 )= f W ( x ( t )) dt > m ( t - t 0 ) 9 

同样表明，只要取 f 足够大，则 V ( x ( f )) 可以任意大.这就与 VU ) 于域 
II jHI 连续，从而有界的结论矛盾.因此，必定存在 某个， >~使 
II x ( t a ) II ，故零解是不稳定的•定理证毕. 

几何解释在 §1.2.1 中已指出，由未知函数组成的空间称 
为相空间，二维相空间又称相平面，微分方程的解在相空间中的轨 
迹称为轨线，轨线亦可定义为积分曲线在相空间中的投影.我们以 
平面微分方程组为例，从相平面上轨线与V函数的关系来说明稳 
定性定理的几何意义.作曲线族 

V ( x ) = c (c>0). (6.25) 

假定 V(x) 为定正函数，即 V(0)=0, 而当 x 关0时 V ( x )> 
0,且 V(jr) 是连续的，这时当 c 足够小时，曲线族 （6.25) 是闭的， 
并且当时闭曲线整个闭包含在闭曲线 v=c 2 之内， 
如图 （6.3a) 所示. 



⑻闭曲线族 ( Ci < q < c 3 ) ( b ) 稳定性态与 K 函数的关系 


图 （6.3) 稳定性几何解释 
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如果沿着轨线有 


dV 

dt 


<0,这意味着函数 7( x (/ ))对一 


切是 f 的不增函数.因此，任何轨线 Jt (/) 将随着增加 


而一层层地进人闭曲线族 (6.25) 或者沿着这些曲线（整条曲线或 


某一段）运动.始终不会由 （6.25) 的任一闭曲线的内部走到其外 
部去. 

这样一来，对任意给定的正数在域 || X || 内作出 
最大闭曲线 = c ，并在这闭曲线内取以原点为中心的最大 
内接圆，其半径记为 A 如图 (6.3 b ). 则由域 || jr II 内任何一点 

X 。出发的轨线始终要停留在 V = c 之内，自然更停留在域 

繆 

II JC II < e 的内部，即 || x ( t ) || < e ，所以零解是稳定的. 



dV 

d 7 


为定负的情形，则只允许轨线 xU ) 自外向内地进人曲 


线族 (6.25) 而渐近地趋于原点 JC = 0, 不允许轨线在 (6.25) 中任一 
曲线上盘旋，此时零解是渐近稳定的. 

不稳定的情形可类似讨论，这时轨线将自内而外地离开曲线 
族 (6.25) 而走出域 || x || 之外. 

例2考虑平面微分方程组 


dx 

dt 


~ y + ax 1 , 




jt 十 ay 


3 


( 6 . 26 ) 


这里其线性近似方程组的特征根为 A = zhv ^ T , 属于临界情形. 

如取定正函数\^(工，30 = +(工 2 + /),这时¥ = «(1 4 十 
/) .根据定理4，依 a 的不同情况可得如下 结论： 

(1) 如果《<0,则$定负，方程组的零解为渐近 稳定； 

(2) 如果 a >0, 则 g 定正，方程组的零解为不 稳定； 

(3) 如果 a =0,则方程组的零解稳定. 


% 
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定理 4 是李雅普诺夫稳定性的基本定理，对含有时间 f 的非 

9 

驻定的微分方程组及含有时间/的 V 函数也有相应的定 
理，其证明方法仍然一样.但其条件及函数 ， JC ) 的有关定义必 
须作一些改变，如 v ( r ， x ) 定正的含义是存在定正函数 W ( JC ) 使 

4 

V ( t , x )> W ( x ) ll ^ l6] . 

李雅普诺夫稳定性理论经过不断发展，可以在更广泛的条件 
下得到关于稳定性、渐近稳定性和不稳定性的结论.下面我们仅举 
出一个应用较广的关于渐近稳定性的判断. 

定理5如果存在定正函数 V ( x ), 其通过方程组 (6.20) 的全 

导数 g 为常负，但使^^ = 0的点 X 的集中除零解 x = 0 之外 

并不包含方程组 (6.20) 的整条正半轨线，则方程组 （6.20) 的零解 
是渐近稳定的. 

定理5的证明与定理4的类似，由于定理条件，对轨线 x it ) 
不会有^三0,故仍可以通过反证法证明 Hm V ( jtU )) = 

0,即有 lim || x ( t ) || =0 .从几何意义上看，虽然^ ^ 常负，但因 

卜 00 at 

^ dv d \ x) =0 的集中除零解 x = 0 之外不含有整条正半轨线，故 

轨线不会永远停留在某一闭曲线 v = c 上，它必然自外向内地逐 . 
层进人曲线族 (6.25) 而趋近原点. 

例3现在让我们回到前面讨论过的数学摆的稳定性问题 
上.在 §6.1 的例1中曾经指出，其一般的微分方程 (6.15) 可化为 • 
方程组 

笔”’ ^7= - fsinx -^- (6.16) 

如果取 V 函数为 

V (工， y ) = + -^( 1 ~ cos x ) , 
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则其全导数为 


dV { x , y ) = _ jx_^2 

当无阻力时4 = 0,因而 g = 根据定理4,方程组 （6.16) 的 
零解是稳定的.这正如本节开头所讨论的. 

当有阻力时,;/>0,因而$为常负，如果根据定理4仅能得到 

稳定的结论.但由于使¥ = 0的集是 : y = 0, 而在原点邻域中^ = 0直 

线上除零解: r =0 ，y = 0 之外不含有方程组 (6.16) 的整条正半轨线， 
故可应用定理5,而得到 （6. 16) 的零解为渐近稳定的结论.这与 
§6.1 的例1中通过线性近似详细分析得到的结论是一样的. 

6.2.2 二次型 V 函数的构造 


应用李雅普诺夫第二方法判断微分方程组零解的稳定性的关 
键是找到合适的 V 函数.如何构造满足特定性质的 V 函数是一 
个有趣而复杂的问题.这里考虑常系数线性微分方程组构造二次 
型 V 函数的问题，并利用它来补充证明按线性近似决定稳定性的 
定理 2. 

定理6如果一阶线性微分方程组 

= Ajc (6.10) 

的特征根》,均不满足关系义，+\=0(/， > / = 1，2，〜，77),则对任何 
负定（或正定）的对称矩阵 C , 均有唯一的二次型 

V{x) = x t Bx ( jB t = B) (6.27) 

使其通过方程组 (6.10) 的全导数有 

x t Cjc ( C T = C ), (6.28) 

且对称矩阵 H 满足关系式 
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A r B + BA = C , (6.29) 

这里 A T , B T , C T , x T 分别表 A ， B ， C , jc 的转置. 

如果方程组 (6.10) 的特征根均具负实部，则二次型 （6.27) 是 
正定（或负定） 的； 如果 (6.10) 有正实部的特征根，则二次型 (6.27) 
不是常正（或常负）的. 

证明我们首先证明对称矩阵 B ， C 之间的关系式 （6.29) .由 （6.27) 和 


(6.10) 有 


dV_ 

d7" 


djc T 

dt 


Bx + x T B 



BA ) x f 


与式 (6.28) 相比较便得到关系式 (6.29). 


注意到对称矩阵 B 只有+ 1) 个未知元和矩阵 A t B + BA 及 C 的 


对称性，矩阵方程(6.29)可以展开成+«(« + 1)个未知数的+ /!(；1 + 1)个方 


程的线性代数方程组. 

下面我们证明这样的方程组的解是存在且唯一的，即满足关系式 (6.29) 
的矩阵 B 可以唯一确定.于是，如果 C 是实矩阵，则唯一确定的矩阵 B 也是 
实的. • 


由定理条件，显然 A , •关 0 U = 1，2, …， n ) •根据线性代数方程组理论，存 
在这样的非奇异线性变换 t / y ， 将矩阵 A 化为标准形 



这里4 = 0或 1. 



d 2 0 … 

又 2 d 3 … 


0 

0 


0 


^3 


d n 

K 


我们用变换矩阵 t / 及其转置矩阵 I / 1 分别右乘及左乘 （6.29) 的两边，并 
利用关系式:,就得到 

U t A t ( U^) t I / t BI /+ U T BUU j AU = U T CU ， 

记 C * = U r CU , B ^ = f ； T M 7, 则上式可以化成 

( A * ) r B 9 + B * A * = C * . (6.30) 

由于标准形矩阵 A •的特性，显然展开上式可以得到 
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(A, + A y )bi) + d } b[ t) . x - c[ } () = 1,2, …， ”）， 

(A, + A > )b[ + + - c* (i_ = 2 ，…， n ;) = 1 ， 2 … ,n), 

这里记4 =G = 0, 且％ 0，_/ = 1，2，*"，《)分别为^的元.依照 

定理条件 A , + A ,#0, 我们可以逐个求解 

b}j - + ^ ( c ,* - d J b^ J ^ l ) ,> = 1,2,-* , n , 





n ; j = 1 ， 2，”.，” • 


解出了矩阵 B * 后便可以确定 B = ([/ ') t B * tr 1 • 由于变换 1 /是非奇 
异的，所以当 C = 0 时可以推得 （：• =0 . 依照定理条件 A , 4 A , 关 0 ,根据前面 
对方程组 （ 6 . 30 ) 的逐步求解式知道 =0, 因此 B = 0 .这说明了对于关系 
式 ( 6 . 29 ), 当 C = 0 时有 B == 0 . 利用这一性质容易证明满足关系式 （ 6 . 29 ) 的 
矩阵 B 是唯一的 . 事实上，假设存在两个矩阵 B , 和仏同时满足 （ 6 . 29 ), 则令 
«= 忍 1 - 氏，显然由（ 6 . 29 )得 A T B + = 0 , 即 B 满足 C = 0 时关系式 


(6.29)，于是 fl = 0, 即圪=仏，所以满足关系式 (6.29) 的矩阵 B 是唯一的. 
这就证明了定理的前半部分. 


现在进一步证明当 A 的特征值均具负实部时，二次型 （6.27) 是定正的. 
如果此结论不成立，则在原点邻域有 x 。 关0使虑以此 x 。 为初 
始向童的方程组 （6.10) 的解 Jt ( r )， 由于二次型 （6.27) 是定负的，沿着此解有 

dV( j/° ) = x T (r)C J t(O<0, 

由此推得 


V(jc(/))< V(jc(r,))< V(jc 0 XO, t>t x >t 0 . 

另一方面，由于矩阵 4 的特征值均具负实部，根据第五章的定理11,当£无 
限增大时解 x ( r ) 应趋于0,因而 


lim V(jc(r)) = 0 , 

-f oo 

这与上面不等式相矛盾•这就证明了二次型 （6.27) 必须是定正的. 

同样，当 A 有正实部的特征值时，二次型 （6.27) 必须不是常正的.假设 
(6.27) 为常正，我们证明它将导致矛盾的结论.如果有 Jr 。 关 0 , 使 V ( jc 0 ) =0, 

则由于&定负，以 X 。为初始向童的 （6.10) 的解 ) 将使因 

而 V ( x ( O )<0( 当这与 V ( x ) 为常正的假设矛盾，故实际上 V(x) 
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必须为定正函数.但原来已知 ^ •为定负，故由定理4,可以确定方程组 

(6.10) 的零解是渐近稳定的，这又与 A 有正实部的特征值，因而线性方程组 

(6.10) 的零解将为不稳定的结论相矛盾.这就证明了二次型 （6.27) 不是常正 
的.定理6证毕. 


例 4 考虑二阶线性微分方程 


d 2 jt 

dT " 


djr 

d 7 


+ 2 jc = 0 ， 


经过变换化为平面线性微分方程组 




dx 

d 7 = y 

^ y = - 

dt 


2x ~3y. 


其特征根为 = 入 


2 


2 •满足条件 A , + A 2 ^0, A 1 , A 2 ^0. 


依据定理6,对定负对称矩阵 C = 
式 (6.29) 确定出二次型 


一 4 0 

0 -1 J 


，可以通过关系 


V(jc ,y) = [x ,y] 


hi 

lb . 


6 3 
6 2 J 


x 


L .v 


事实上，将矩阵 C 和矩阵 B = 

■厶 3 


展开得三元线性代数方程组 


代人关系式 （6.29), 

Oi - 


一 4^3 = 一 4 , 

^ b x - 2b 1 - 36 3 — 0, 

. - 65 2 + 2 ^ 3 = - 1 

解此方程组得到 

心3 = 1,心2 = 了， ^1 — 4 , 

这样我们就求得了二次型 V 函数 
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V(x y y) = y (8x 2 + 4xy ^ y 2 ). 

容易验证，此二次型是定正的，且其通过线性方程组的全导数有 


dV 2 」， ) ： _(4:r 2 ” 2 ) = [x 
这与定理6的结论相符. 




-4 

0 


0 . 
- 1 . 


X 

L«y 」 




定理2的证明有了定理6,我们便可以证明§ 6. 1中的定理 
2.事实上，如果方程组 (6.13) 的线性近似方程组 （6. 10) 的特征根 
A , 满足 A ; + A ; ^0, 则可取矩阵 C 为任一定负对称矩阵，例如可取 


为负单位矩阵_ £，根据定理6,存在二次型 

V ( x ) = x J Bx ( B t = B ) (6.31) 

其通过线性微分方程组 （6.10) 的全导数为 


dV 

d7 


= x T ( A r B BA)x = x T ( ~ E ) x = - x T x . 


于是二次型 （6.31) 通过非线性微分方程组 (6.13) 的全导数有 

^ = (x t A t ^R t (x))Bx + x t B(Ax^R(x)) 

=- x T x + 2 x T BR ( x ). (6.32) 

利用关于只 U ) 的条件 (6. 14)，只要取原点 x = 0 的足够小的邻域 
便可使在此域内有 


这时由 （6.32) 便有 


x t BR(x) < 


1 丁 

x 


9 


dV 

d7 




9 


即二次型 （6.31) 通过 (6.13) 的全导数是定负的. 

因此，当 （6.13) 的线性近似方程组 （6.10) 的特征根均具负实 
部时，显然有 A , 关0,由定理6知二次型 （6.31) 是定正的.又因 

g 定负，故根据定理4,非线性微分方程组 (6.13) 的零解 at = 0 是 
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渐近稳定的. 

当 （6.13) 的线性近似方程组有正实部特征根时，我们考虑线 
性方程组 

( 6 . 10 )* 

这里 E 为单位矩阵,是某正实数.显然，矩阵 A - fE 的特征值 

等于 A - f , 而 A 为 A 的特征值.因此，只要"取得适当小，使方 

程组 (6. 10广仍有正实部的特征根，且使任两个特征根之和均不 
为零.于是由定理6知对任意的定正对称矩阵，如£，存在不是常 
负的对称矩阵 B 满足关系式 (6.29), 在此即有 

摩 

T 

(A - 专 £) B + -|-Ej = E, 

或 A r B + BA = E , 

这样一来，二次型 （6.3〗） 通过非线性方程组 (6.13) 的全导数有 

^=(x t A t -^K t (x))Bx + x t B(Ax + R(x)) 

= // V + x t x-^-2x t BR(x). 

在原点的足够小邻域内， KU ) 可取得使 

W ( x ) = x T x + 2 x T ttR ( x ) 

仍为定正的•而由于二次型 （6.31) 不是常负的，即在原点 jc = 0 的 
任意小邻域内均有々#0使 VUdX ) .因此，满足定理4中关于 

不稳定的条件，故方程组 (6.13) 的零解 jc = 0 是不稳定的.至此定 
理2证毕. 

李雅普诺夫创立了研究稳定性的一整套理论和方法，包括直 
接判别的第一方法和应用 V 函数判别的第二方法，这里只对 v 
函数方法作了初步介绍.李雅普诺夫稳定性理论主要研究线性近 
似方程的特征值具零实部时的临界情形，包括一个或多个零根或 
纯虚根情形，此时必须通过高次项才能确定其稳定性态. 
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李雅普诺夫原来只考虑原点邻域的稳定性态， 20 世纪中随着 
控制理论的发展，需要考虑大范围（全局）稳定性问题.前苏联数学 
家引入无限大 V 函数的概念将李雅普诺夫稳定性理论推广到全 
空间 .20 世纪八九十年代，随着时滞、泛函、脉冲及时标等新的微 
分方程类型的提出，李雅普诺夫稳定性理论和方法也进一步发展 
用于解决相应类型微分方程的稳定性问题 [14 〜 l6] . 



1. 试判别下列函数的定 号性： 

(1) V(x f y) = jt 2 ; 

(2) V(x iy ) = x 2 -2xy 2 ; 

(3) V(jc f y) = jc 2 - 2xy 2 + y 4 + x 4 ; 

(4) V(jr t jy) = jr 2 + 2xy ^ y 1 ^ jc 2 y 1 \ 

(5) VXj* ，； y) = «rcos :r + _ysin jy. 

2. 试用形如^(1,3；> =叮 2 +妙 2 的李雅普诺夫函数确定下列方程组零 

解的稳 定性： " 


(1) 

dx 

d7 = 


2 

y^c ; 

(2) 

dx 

dt 


=- lx 2 y~ y 3 ; 

(3) 

dx 

d7" 

=-x+2/, ^ 

= - 2 V ; 

(4) 

dx 

d7" 


〜 2 丄 2 丄 1 3 

j：y + x y+ -jy 


3. 研究下列方程组零解的稳 定性: 


(1) 右= - ( x -. yXjr 2 + y 2 ) t 




JC - (JT + .y)(:r 2 + ： y 2 ); 


( 2 ) 


(3) 


dr 

dt 

dx 

dt 


y 2 + x ( x 2 ^ y 2 ) t = ~ x 2 - y 7 ( jr 2 - y 2 ); 




- 3 4 

di~ y X ； 
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(4) = or - Jcy 2 , 装 = 2 jr 4 >»(a 为参数)； 

(5) = ax jy 2 , # = 2j ： 3 3；(a 为参数）. 

4. 给定微分方程组 

替 = 厂 : /(U) ， 装 =~ -r ~ yf^Jo t y) t 

其中/( 1 ， 30 有连续一阶偏导数.试证明在原点邻域内如/> 0 则零解为渐 
近稳定的，而/<0则零解不稳定. 

5. 给定方程 

其中/(0) = 0,而当 i 浐0时： r / U )>0( -走<1<走）.试将其化为平面方程 
组，并用形如 


V{jc y y) - ^r-y 1 + f(s)ds 
z Jo 

的李雅普诺夫函数讨论方程组零解的稳定性. 

6. 方程组 


djr — 3 

石一厂：， 


砮 = -2(? + /) 


能否由线性近似方程决定其稳定性问题？试寻求李雅普诺夫函数以解决这 
方程组的零解的稳定性问题，同时变动髙次项使新方程的零解为不稳定的. 

7. 试将下列线性方程化成线性方程组，然后对方程组求二次型 V 函数 

V ( jr ) = x T B : r ， 使其通过方程组的全导数- 并判断函数 V (: r ) 的 

定 号性： 

⑴& + 6 砮+ 9 尸 () ； 


⑵& + 5 & + 6^尸。. 

8. 给定线性方程组 


dxi 

77" 


~ 5 JT j 


_ 


d : r : 

^ d ? 


3xj + x 2 


试求出二次型 V 函数 V ( jc )- jc t 1? x , 使其通过上述方程组的全导数 
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^ = j-f + 2x x x 2 + 4j ：2 » 
并判断函数 VU ) 的定号性. 


§ 6 • 3 奇 点 


下面我们转入介绍平面定性理论.在§ 1.2.1 中已介绍了相 
平面和奇点，在这里将洋细讨论奇点的有关性质.考虑二维(平面) 
一阶驻定微分方程组 


假设 X ， Y 对 : Tj 
( 6 .33) 改写为 


< 


dx 

d 7 

dt 






X(u), 


Y(x 9 y), 


(6-33) 


有连续偏导数且 X 2 + Y 2 不恒为零.可将方程组 


或 


一 

dx 

■ Y(x ,y) 
XU,y) 

(X(x , 3 ^) 7 ^ 0 ) 

(6.34) 

dx 

_ 

X(x t y) 

(y(x,^)^o). 

(6.35) 

(V 

Y(x,y) 


由于# 或 I 与 X ， Y 同样有连续偏导数，因而满足解的存在唯一 


性定理的条件.方程 (6.34) 或 (6.35) 在 Oxy 平面的积分曲线可看 
成是方程组 （6.33) 在 Oxy 相平面上的轨线.因此在相平面上，方 
程组 （6.33) 的轨线不能相交. 

同时满足 X(x 9 y)=0,Y(j ： f y)=0 的点 ） 是微分方 
程组 （6.33) 的奇点 ，: r = x *，y = y . 是方程组的解.可从通过坐标 

平移将奇点移到原点 ( 0 , 0 ), 此时， x ( o , o )= y ( o , o ) = o . 

下面我们考虑驻定微分方程组是线性的情形下其轨线在相平 
面上的性态，并根据奇点邻域内轨线分布的不同性态来区分奇点 
的不同类型.这时方程的形式为 
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dx 

d7 

dy 

d7 

显然，坐标原点 JC = 0, jy : 


ax + by ^ 


cz 十 dy • 


(6.36) 


是奇点.如果方程组的系数满足 


条件 


a b 
c d 


判， 


(6.37) 


则此奇点还是唯一的.下面的讨论将首先假定条件 (6.37) 成立 
根据线性代数理论可以通过非奇异的实线性变换 

$= k u x + k Y 2 y y 

7= 灸 21 工 + k 12 y , 

把线性方程组 （6.36) 化成标准形式，其系数矩阵为下列四种形式 
之 一^ : 


(6.38) 


A 0 ' 


•A 1 • 


•A O ' 


• « P ' 

- 0 JJL - 

t 

• 0 A - 

5 

■ 0 A - 

$ 

■ — P a - 


其中 A ， p , a , 为实数.这些标准形式是根据方程组 （6. 36) 的特 
征方程 

a — A b 

f =0, 

c d — X 

即 

A 2 - (a + ^ i)A ad ^ be = 0 (6.39) 

的根（称为特征根）的性质来确定的. 

事实上，不难直接验 证：当 特征根 A , ，/ 1 2 是相异实根时，则可按 6 / 0 或 c 
浐 0 的不同情况，分别采用线性变换 

(d - X x )x - by j rj - {d - X 2 )x - by 
或 


6 = ^ ex ^ {a - X x )y y 7 = - ex + (a - X 2 )y 


把方讎 .观为标准形式，其系数矩阵为 [0 


0 1 

(在 b = c = Q 的情况 


麵 
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下，方程组 （6. 36) 本身已是标准形式 了）； 如果特征根是重根情形，即 A = A , 
=；1 2 ，则当6关0或 c 关0时，分别采用线性变换 


或 

罨 


$= x ， rj= (X - d)x + by 
y ， rj= cx + (X - a)y 


即可将方程 _ .纖为标准形式，其系数矩阵为 L 0 


，而当 




时’原来方程已是标准形式，且其系数矩阵为 


J 形状;最后，特征根是 


复根的情形，注意到系数均是实数，特征根 A ,, A 2 & 然彼此共轭， 
即 A , = i 2 ，这时若令 A 1 =a + i 沐则线性变换 ^ 


或 


$= - cx + (a - a)y 9 r/= py 


^=(d^a)x^ by 9 rf—ftz 

均能将方程组 （6.36) 化成标准形式，且其系数矩阵为 [ ° ^ • 

• _ P a - 

由于线性变换 (6.38) 不改变奇点的位置，也不会引起相平面 
上轨线性态的改变，从而奇点的类型也保持不变.因此，为了简单 
起见，下面仅就标准形式的线性方程组讨论奇点的类型，至于一般 
方程组 （6.36) 在奇点邻域内轨线分布的图貌也同时附于相应的图 
中，以供比较.现按特征根为相异实根、重根或共轭复根，分五种情 
形迸行讨论. 

情形 I 同号相异实根这时方程的标准形式为 

= ^ 1 ^*2^ = ^2 7* (6.40) 

其解为 

Ht) = Ae A > r , rj(t) = Be^ y (6.41) 

其中 A ,， A 2 为实特征根，而 A ， B 是任意实常数. 

首先假定 Apt 同为负实数.此时易见，零解是渐近稳定的. 
当 B = 0 时，$轴的左半轴及右半轴本身为 轨线； 而当 A =0 时 7 

• 281 • 



轴的上半轴及下半轴亦为轨线.若 A 关0,可分 A , > A 2 和；^ < 
L 两种情况. 

如果 八>义 2 ，由解(6.41)，在轨线上/ 时刻的切线斜率是有 

k = |[^y = 是 A _ V ， — .0 ( 当 r— 十 oo ) ， 

故轨线切$轴于原点，相平面上轨线的形状如图 （6.4 a ) 所示. 



⑻ 0>\ >A 2 (b)A l <X 2 <0 (c) 


图 （6.4) 结点 


如果 A ,< A 2 ，则有 

! = 器令，一 0 (当… 叶 

这表明轨线切彳轴于原点，如图 （6.4 b ) 所示. 

从图 （6.4 c ) 中可以看到，所有轨线趋于奇点，且除个别轨线 
外，它们在奇点处有公切线，其邻域内轨线具有这样性态的奇点称 
为结点. 

如上所述， A ,， A 2 同为负实数时，方程的零解是渐近稳定的， 
我们称对应的奇点为稳定结点. 

当义,和 A 2 同为正实数时，上述讨论仍然有效，只需将 t — + oo 


改为 r-^-oo, 即图 (6.4) 中轨线的走向均须改为相反的方向，这时 
方程的零解为不稳定的，而对应的奇点称为不稳定结点. 

情形 I 异号实根这时方程的标准形式及其解的表达式仍 
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为 (6.40) 和 （6.41)， 不过其中义，和 A 2 的符号相异. 

解 (6.41) 中当 B = 0 或 A =0时其轨线分别为$轴的左、右 
半轴或 7 轴的上、下半轴，且其中一轴趋于原点，另一轴远离 
原点. 

当时，如 A / OC ；^ ，则由式(6.41)可知，当；—+00 
时 , f ( ， )—0, r ){ t )~^ + oo ,轨线图貌如图 （6. 5 a ) 所示•如 A 2 <0< 
A t ， 则有— 0( 当《—"十 00 )，轨线形状如图 
(6.5 b ). - 

由图 (6.5 c ) 见到，在奇点邻域内，方程的轨线图貌如鞍形，这 
样的奇点称为鞍点.显然，鞍点只能是不稳定的. 



图 （6.5) 鞍点 


情形 I 重根这时可分两种情况 讨论： 

(1) 6关0或 c 关 0. 如前面所指出的，这时方程可化为如下标 
准形式 

% 

石-衫+7， jj ，， 

其解为 

$(0 = (A/ + B)e A/ , v ( t ) = Ae Xt 
其中 A 为实特征根，而 A , B 为任意实常数. 


(6.42) 

(6.43) 
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当 A <0 时，显然有(当 r -+ oo ), 因而方 
程的零解是渐近稳定的.又由 （6.43) 知，当 A = 0时，$轴左、右半 
轴本身也是轨线，而当 A 关0时，由于 

tU) At^B 1 )， 

且当_|时3&)=0，可知轨线越过 t ; 轴而切$轴于原点，如 

图 （6.6 a ) 所示.所有轨线毫无例外地沿同一个方向 （ f 轴）趋于奇 
点，其附近轨线具有这种性态的奇点称为退化结点.在些情形，奇 
点是稳定的，因此更称为稳定退化结点. 

假若 A >0, 这时只要将 + oo 改为 - oo , 则前面讨论仍 
然有效.轨线性态如图 （6.6 b ) 所示，奇点是不稳定退化结点. 





⑻又<0 



(b)A>0 

图 （6.6) 退化结点 


h 



⑻ 



(2) 6 = ^： = 0,这时方程组(6.36)取形式 


其解为 

于是 
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37 = ^. = ^, A = a = ^, 

x(0 = Ae A, , y(t) = Be x, , 



此时，轨线是趋向（或远离）奇点的半射线，如图 （6.7) 所示.轨线均 
沿确定的方向趋于（或远离）奇点，且不同轨线其切向也异，这样的 
奇点称为奇结点，且 A <0时为稳定的，而 A >0时为不稳定的. 


ky 




又 <0 


又>0 


图 （6.7) 奇结点 


情形 W 非零实部复根这时方程的标准形式为 

^ = a ^ + fitf 9 ^ = - )8 f + at ), (6.44) 

这里《，/?分别为特征根的实部和虚部.引人极坐标，即令芒= 
rcos 0, tj = rsin 0，再注意到 

df dn dr drj df 2 d 6 

e di^dt =r di^ e df~^d7 =r d7^ 

则由 （6.44) 可以得到 


dr 

d7 = 


60 

d ， 



由此得到方程 (6.44) 的解的极坐标形式 

r = Ae at , 6 = — J3t + B ， 
其中 A >0 和 B 为任意常数. 


(6.45) 


从 (6.45) 直接看出，轨线为一族对数螺旋线，依顺(逆）时针方 
向盘旋地趋近或远离原点，如图 （6.8) 所示.此时，奇点称为焦点, 
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<0 时为稳定的，而 fl >0 时为不稳定的. 



(a)a<0,^>0 (b)a>0,/3>0 (c) 


图 （6.8) 焦点 

情形 v 这相当于情形 iv 中 a = o 的情形.易见这 

时轨线为以原心的一族圆，如图 （6.9) 所示.此时，奇点称为 
中心.显然，在这种情形下零解为稳定但非渐近稳定的. 



⑻ a=0, 卢 <0 (b) 


图 （6.9) 中心 

综上讨论，可得下面定理： 

定理 7 如果平面线性驻定方程组 （6. 36) 的系数满足条件 
(6-37)，则方程的零解（奇点）将依特征方程 （6. 39) 的根的性质而 
分别具有如下的不同 特性： 
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(1) 如果特征方程的根； I , 关; 1 2 为实根，则 AiAzM ) 时奇点为 
结点，且当 A , <0时结点是稳定的，而对应的零解为渐近稳定的, 
但当 Ai >0时奇点和对应的零解均是不稳 定的； 当 A , A 2 <0 时奇 
点为鞍点，零解为不稳定的. 

(2) 如果特征方程具有重根 A ，则奇点通常为退化结点，但在 
b = c=0 的情形奇点为奇结点.又当 A <0 时，这两类结点均为稳 
定的，而零解为渐近稳定的，但当 A 〉0时奇点和对应的零解均为 
不稳定的. 

(3) 如果特征方程的根为共轭复根，即 Ai = X 2 ，则当 Re A , 关 
0时奇点为焦点，且当 Re A ,<0 时焦点是稳定的，对应的零解为 
渐近稳定的，而当 Re >0时奇点和对应的零解均为不稳 定的； 
当 Re A , =0时奇点为中心，零解为稳定但非渐近稳定的. 

上述奇点的类型和特征方程的根之间的关系还可以用图来表 
出.例如，引人符号 


p ~ 一 （a + d)，q = ad — be ， 


而将特征方程 (6.39) 写成 



pX + g = 0 ， 


则可以利用方程的根 A lt A 2 与系数 p y q 之间的关系，通过 A ,, A 2 

为媒介，在以/为直角坐标的平面 （ p , g ) 上明确地划分出各种 
类型奇点的分布区域，如图 （6. 10) 所示（图中抛物线的方程为 
p 2 — 4q = 0). 

例1考虑二阶线性微分方程 


d 2 



dr 



dje 

dt 


+ 2jt =0, 


通过变换 f = 3； 可将它化为下列方程组 
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图 （6.10) 


QX _ 

< di = y> 

,af = _2x_3 ^- 

由直接计算可得其特征方程的根为 = -1, A 2 = -2,是一对相 
异负实根，根据定理7可知奇点是一个稳定结点.又；^ > A 2 ，根据 


前面的讨论知道，在 O0 平面 
上于奇点附近轨线分布如图 
( 6 .4 a ) 所示.为画出轨线在 Oxy 
相平面上的图貌，必须根据线性 
变换 （ 6 .38) 具体求出$轴和 17 
轴在 013 /相平面上所对应的直 
线方程.在此，由前面的讨论，我 
们容易将它们写出如下 

«r + 汐= 0和 2jc + jy = 0. 

由此不难画岀轨线的图貌 
如图 （ 6 . 11 ). 
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在上面的讨论中假设条件 (6.37) 成立，即特征方程 (6.39) 没有零根的情 
形.现在我们来讨论特征方程有零根的情形.这时，特征方程 (6.39) 为 

又 2 - （a + c/)A=0, 

特征根为 A ,=0 和 X 2 = a + d. 

由于 d_fec=0, 如果 a 关0或6关0,则方程组 （6.36) 可以写成 


dx 

dt 

< 



by 、 


- k{ax + by ), 


(6.36). 


这里々 = 丄或 I 为 常数. 
a b 

此时直线 o*r+ 办 = 0 上任何点均为方程组的奇点，这样的直线称为 

奇线. 

由 （6. 36厂得到 

d y ~ l 

这表明在相平面上方程 (6. 36广的轨线是一族平行直线 

y=kx + A, ( 6 . 46 ) 

其中 A 为任意常数. 

现在讨论轨线的走向.由 （6. 36广，我们有 
-^{ax by) = a + b = (o + bk)(ax by) — ^ by), 

由此得到 

cur + by = Be^ 2 *, 

这里 B 为任意常数. 

由此看到，当 A 2 <0 时轨线随着+ oo 而趋于奇线上的某一点，如图 
(6.12a) 所示； 而当 h>0 时轨线的走向刚好跟上一情形取相反的方向，如图 
(6.12b) 所示. 

如果 A 2 =() 即 0 + 3=“ +姑= 0,这时>1 =()是特征方程的重根.而奇线 
0^ + 6义=6(：^-心）= 0同轨线（6.46)是平行的.将（6.46)代入（6.36)*，然 
后积分就得到 

I x = bAt + C, 


y - bkAt + D = dAt + D , 




289 





(a) a+d<0 


(b)a+d>0 


(c)b<0,d<0 



( d ) a = b - 0 9 d <0 ( e ) a =6=0, d >0 


图 （6.12) 奇线 

这里 C ， D 是积分常数. 

由上式可以看出，轨线的走向将依赖于 b y d 和 A 的符号，例如当 b <0 
和 d <0, 从而务 >0时，轨线分布如图 （6.12 c > 所示.奇线 + 知= 0把相平 
面划分为两个区域，位于不同区域的轨线走向刚好相反. 

如果 + 〆 关0,则奇线是 cr + 办= 0,轨线是 ：?• = £：, 其中 
E 为任意常数，即轨线平行于: y 轴，如图 （6.12 d ， e ). 

当 a - b - c - d ~ 0 ^ 显然奇点充满全平面. 

上述讨论结果可概括为如下定理. 

定理 r 对于一阶线性方程组 (6. 36)，如果其系数不全为零，则当特征 
方程 (6.39) 具有零根时，其在相平面上的轨线是一族平行直线.并且存在一 
条由奇点组成的直线 一 奇线，奇线通过原点而把相平面划分成为轨线不同 
走向的两个区域.当零根是单根时轨线随〜而趋近或远离奇线取决于 
« + d <0 或 + 当零根为重根时，轨线平行于奇线.如果线性方程组 

• 290 - 




(6.36) 的系数全为零，则奇点充满全平面. 

这一节我们详细讨论了平面线性驻定方程组 (6.36) 的轨线在 
相平面上的图貌.值得注意的是，轨线定义在整个相平面上，而积 
分曲线 


x = x{t) ,y= y{t) 

在整个平面上有定义，不管《取正的或负的任何值，解均有意义. 
这跟 §6.1 在稳定性定义中仅考虑的情况有所不同. 

解对 f 可以在正或负方向上无限延伸的这种特性是下一节中 
讨论周期解和极限环问题的前提. 

对高维线性孤立奇点实际上可按其特征根实部为负、正及零 
分为三种类型，分属三个空间 £ s ,£ u ，£ c .如特征根实部为负、正 
及零的个数分别为 H 彳。 ，则微分方程的解在 n = k .+ k ^ 
々 0 维相空间的奇点邻域存在由轨线组成的々_ j + 维稳定、不 

稳定、中心三种流形.在稳定、不稳定流形上的轨线 
将正向、负向趋于奇点.如图 （6.13), 图 （6.14) 所示.其线性部分不 
含零实部特征根的奇点称 为双曲奇点. 

从稳定性理论中我们知道，中心属临界情形，其稳定性态要由 
更高次项才能确定•同样，对线性孤立双曲奇点方程组 （6.13) 在相 
平面上原点邻域的轨线图貌和方程组 （6. 10) 相同.而对非双曲及 
非孤立奇点，则不能仅靠线性近似而需要和高次项一起分析. 

平面上线性孤立奇点是中心时其非线性项的影响可使其轨线 
图貌是中心或是稳定或不稳定焦点，这个判别问题称为中心焦点 
判别.中心焦点判别可能需要经无限多次运算才能确定，能否用确 
定次数的运算判别中心焦点是一个尚待解决的问题. 

对应于方程右端是高次多项式的微分方程组，其奇点称为离 
次奇点 ，一 般把不能仅用线性项需要更高次项才能确定其轨线图 
貌的临界情形的奇点也称为高次奇点.相平面上高次奇点的轨线 
图貌更为复杂，可以利用极坐标变换将直角坐标 （ U ) 变为极坐 
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E 



图 （6.13) 子空间 


E u 



标 （ rj )， 再分析相平面上轨线是否及如何趋于原点及其走向，亦 
可以通过特殊变换进行处理 [17] . 
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1. 试求下列线性方程组的奇点，并通过变换将奇点变为原点，进一步判 
断奇点的类型及稳 定性： 



= -x - y + l f 

• 


⑵ = 

- 2 x + 19 f 

砮… 2^5 

2. 试讨论方程组 

• 

鬌 




d^y _ 
d^ = Cy 


的奇点类型，其中 a ， b ， c 为实常数且 ac 关 0. 
3. 对线性方程组 


dx 

dt 


= or + 6y , 


dt 


=cx + dy ， 


其中 a ， b ， c，d 为实常数，记 /> = -(a + d)，q = ad - Ik ，A = p 2 — 4 q ， 

( i ) 试用/>~，△的符号确定方程组的奇点的可能类型（鞍点，结点，焦 
点，中心）； 


(2) 试用的符号确定方程组零解的稳定性. 


4. 1尺(：振动回路（如图（6.15)中电 
流变化规律满足微分方程 


d 2 I 


R 


d / 


m =0 

(L>0 f K>0 9 C>0) 9 
试讨论这一系统的平衡状态（即方程的 
奇点）的可能类型. 



图 （6.15) 


§6-4 极限环和平面图貌 


6.4.1 极限环 

对于平面常系数线性微分方程组的奇点，在 §6.3 中已作了 


« 


293 





详细的讨论，对于孤立奇点，除了在中心型奇点邻域内轨线是一族 
围绕原点的闭曲线（对应于方程的周期解）外，其余的情形均是一 
端趋于奇点 （f — + 00 或 t ~* - °°)，另一端趋于无穷远 （£-♦ - oo 或 
+ 或两端都趋于无穷远的轨线，不存在其他的复杂情形.对 

于非线性微分方程组，我们仅在 §6. 1中利用线性近似方程组讨 
论了奇点邻域的轨线性态，至于全相平面的轨线图貌，情况就复杂 
多了 • 


例1对平面阶非线性驻定方程组 


dx 

di 


= jo + y^x(x 2 + y 2 ) f 


2 


gy = ~ ^ + y ~ ^ y 2 ) y 

如取极坐标 a ： = rcos 6 rsin 0，则方程组 (6.47) 可化为 


(6.47) 


dr 

d 7 


r(l - r 2 ). 


66 

dJ 


(6.48) 


由（6.48)可知当广= 0和厂=1时¥ = 0，而¥= - 1, 即有两 
个特解 

r = 0, 0= t 0 - t ， t ^- t 0 

及 

r = 1, d = t 0 ~ t , . 

第一个解即为原点，是一奇点（易知它是不稳定焦 点）； 而第二个解 
在相平面上是半径等于1以原点为圆心的一个圆.这个以圆为轨 
线的解是一个周期解，周期为 2 tt , 轨线是沿着顺时针方向旋转的. 

我们来看看除了前面的两个特解外，其余轨线的性态如何.在 
相平面上任意作一个半径为只 >0( 圆心在原点）的圆，考虑通过 
r = K 圆上的任一点（尺 ) 方程轨线的走向. 

当尺=尺1<1时，由式 （6.48) 有 

砮 | iam >。， ^L. = -ko, 
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即轨线按顺时针方向从圆 r = 上走出圆外. 

当尺=尺2>1时，则由 （6.48) 有 

装 = i ? 2 ( l - R 2 2 )<0， 努.=-1<0, 

d 之 | r ; e - d m 

dm 

即轨线按顺时针方向从圆上走进圆内. 

考虑由尺，<><尺 2 组成的环域首先，由方程组 （6. 48) 的 
右端可知，此环域 D 内没有方 
程的奇点.其次，从前面的讨 
论知道，在边界广二/^和 r = 

^上所有的轨线均从环域 D 

外进入 D 内，并不再走出环域 
D , 如图 （6.16) 所示. 

如果取均足够接 
近1，但仍有圮< 1 <尺 2 ,则 
环域 D 的上述性质仍不变.这 

就证明了圆所表示的特 
解是一个周期解（对应于闭轨 图 (6 . 16) 极限环与环域 D 

线），其余的解（轨线）均趋近于此周期解（闭轨线）. 

这种孤立的周期解（闭轨线），在相平面上我们称为 极限环 .当 
极限环附近的轨线均正向（即+ oo 时）趋近于它时，称此极限 
环为 稳定的 .如果轨线是负向（即 - oo ) 趋近此极限环，则称它 
为不 稳定的 .当此极限环的一侧轨线正向趋近于它，而另一侧轨线 
负向趋近于它时，此极限环称为半 稳定的 .稳定、不稳定和半稳定 
极限环的相图见图 （6.17). 

上例方程组 （6.47) 的解 r = l 便是一个稳定的极限环（参看 
图 (6.16)). 

实际上可以不必先求出特解（如上例的 r = l )， 而仅仅由构造 
出的环域 D 便可以证明在此环域内必存在极限环.这种构造特殊 
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( a ) 稳定极限环 （ b ) 不稳定极限环 



( c ) 半稳定极限环 


图 （6.17) 极限环的稳定性态 

环域来寻求极限环的方法 称为本迪克松 （ Bendixson ) 方法， 它是根 
据 下面的定理得出的. 

假设平面驻定微分方程组 

= X(x , y) f = Y{x y y) <, (6.33) 

其右端函数 X , Y 在相平面的某域 G 内有一阶连续偏导数. 

定理8 如果 G 内存在有界的环形闭域 D ， 在其内不含有方 
程组 (6.33) 的奇点，而 (6.33) 的经过域 D 上点的解; c = y = 
当（或 r < r Q ) 时不离开该域，则或者其本身是一个周期 

解（闭轨线），或者它按正向（或负向）趋近于 D 内的某一周期解 
(闭轨线）. 

因此，只要能构造出一个有界的环形闭域 JD ， 在其上没有奇 
点，且在其边界上轨线均进人（或离开）该域，自然，进入（或离开） 
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域 D 的解均不会再离开（或进人）域 D , 则应用定理8可以肯定在 
域 D 内必存在周期解（闭轨线）.如果这周期解（闭轨线）是孤立 
的，那么它就是极限环.这样，可以通过构造特殊的环域来寻求极 
限环，并大致确定其位置.如果环域越狭小，则极限环的位置越准 
确.例如上述例子中的环域/)，若取 ，尺 2 足够接近1，便可以确 
定极限环为圆 r = l 而不必先寻求此特解. 

通过构造有特殊性质的域 D 可以确定周期解（极限环）的存 

0 

在，自然也提出这样的问 题：能 否通过构造具有别的特殊性质的域 
来否定周期解（极限环）的存在呢？下面给出一个判别准则. 

定理9 如果于 G 内存在单连通域 IT ，在其内函数 g + 

^ X 

If 不变号且在 D * 内的任何子域上不恒等于零，则方程组 （6.33) 

在域 IT 内不存在任何周期解，更不存在任何极限环. 

现在用反证法利用格林 ( Green ) 公式来证明定理.假设 D * 内 
存在某周期为 了的 周期解 

r : jo = x(t) , y- y(t) , O^t^T t 

则对于由厂所围成的域(显然 D r CET ) 有 

J (H + ^)dxd^={ r (Xd^-ydx) 

= j„ ( X 37 _ Y ^l) d<= L (XY ~ yx)di=0 > 

这与定理的假设矛盾，故在域 D * 内不存在任何周期解更不存在 
任何极限环. 

例 2考虑 §6.1 例1讨论过的数学摆，其微分方程 (6.15) 可 
化为平面微分方程组 

砮 = ~ fsinx-^y (^>0). (6.16) 

我们有 
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3X 

dx 



3Y 

d y 


= < 0 , 

in 


于是应用定理 9 即可肯定方程组 (6.16) 不存在周期解. 


由于稳定的极限环对应于物理上的周期振动情形，而不稳定 


的极限环则对应于物理上不能实现的周期振动，因此，对某类型方 
程讨论如何确定极限环及其稳定性态的问题是有其实际意义的. 
物理学家范德波尔 （van der Pol ) 研究过在无线电技术中有重 


要意义的等幅振动电子管电路，通过电路分析推导出微分方程 

+ / i ( jc 2 - l )^ y -»- x =0, (6.49) 


并从数学上严格论证了实验所得的结论 .一 般称微分方程 （6.49) 
称为范德波尔方程. 

我们考虑更广泛的所谓李纳 （ Li ^ iard ) 微分方程 

+ /(^)^y + g ( x )=0, (6.50) 


如果记 F ( jc )= T / U ) dr ， 并设3； = #十尸（：0,则方程（6.50) 
可化为平面微分方程组 

~ y ~ ^ 一容 （ 1 ). (6.51) 

对于方程 (6.50) 或方程组 (6.51), 我们有下面的 定理： 

定理10假设 

(1) /( JT ) 及 g (: T ) 对一切 JT 连续， g (： C ) 满足局部利普希茨 
条件； 

(2) / U ) 为偶函数， /(0)<0， g (: T ) 为奇函数，当： T 关0时 

JTg ( JC ) > 0 ； 

(3) 当 时， F ( jc )-** ± 00 ; F ( jc ) 有唯一正零点 X- a y 

且对*是单调增加的， 

那么，方程 （6.50) 有唯一周期解，即方程组 （6.51) 有一个稳定的极 
限环. 
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在定理 10 的条件下，原点是唯一奇点，且相平面上轨线对于 
原点是对称的.于是，定理10的一个证明方法是想办法构造一个 
环域 D , 如图 （6. 18), 使经过其边界上的点的轨线只能进入此环 
域 D 内，并且不再越出域外.这 
样利用定理8证明了存在一条闭 
轨线（周期解），再进一步证明此 
闭轨线是唯一的，便得到存在唯 
一极限环的结论.整个证明较为 
复杂，不在此详细介绍了 [18] . 

由于范得波尔方程 （6. 49) 

满足定理10的条件，故方程 
(6.49) 或其等价的方程组 

djc 

d7 

存在稳定的极限环.当 / i 很小时极限环接近于半径为2的圆，而 
当"很大时，则极限环被“压扁”成一长条形，参看图 （6.19). 

极限环的研究，可以通过称之为 Poincare 映射的方法进一步 
简化.如图 （6.20), 过极限环上一点 A 作一横截（无切）线段 
维相空间则用《 - 1 维相平面），过/上距 A 为 7 ( 外法线方向为 
正）的点 B 的轨线绕一周后交/于距 A 为 Vl 的点 C ， 称 71 为7；的 
Poincare 映射 P ，而 o ?( ▽) = 71 - 7 二 尸 （ 7) — 7 称为 后继 函数对 
平面轨线来说，线段/上 Poincare 映射的不动点 d =0 意味着是极 
限环.通过线段上的 Poincare 映射的后继函数可以判定极限环的 
存在与稳定•当 V ) = 0 时，过距 A 为”的点的轨线为极限环， 
/( 7 )<0(>0 )时，其极限环是稳定（不稳定）的，而 d ( V ) = d / ( V ) 

时，称其极限环是々重极 限环. 

除极限环的存在性、稳定性及其重次外，还必须考虑极限环的 
个数问题.即证明极限环是唯一的（唯一性）或明确有多少个极限 
环（唯 n 性）.这是一个困难的问题 【18 ~糾. 


3 




3 


dt 


图 （638) 



參 
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对方程右端是多项式的平面常微分方程多项式系统，其极限 
环的个数和相对位置的确定是希尔伯特第16问题的后半部分，其 
前半部分是关于平面代数闭曲线的个数和相对位置.它们是希尔 
伯特在20世纪初提出的23个著名数学问题之一，经一百多年的 
努力，仍未得到解决. 


6.4.2 平面图貌 

% 


奇点和极限环是相平面上两种特殊的轨线，我们希望在相平 
面上画出一般的轨线的图貌，以了解微分方程的解的性态.在相平 
面画方向场是一种方法,另一种是等倾斜线法.在§ 1.2.1 中已介 
绍了方向场和轨线的等倾斜线以及垂直等倾斜线和水平等倾斜 
线. 

对方程组 




dx 

dt 

dt 


X(x ,y), 


YU , 3 ;)， 


(6-33) 


在相平面上曲线 XU ，： y ) = 0 和 ,3；) =0 分别对应垂直等倾 
斜线和水平等倾斜线.前者表示在相平面其曲线上的点的： r 方向 


是垂直方向= 0,向上或向下 )； 后者表示在相平面其曲线 

上的点的3/方向是水平方向卜三^=0,向右或向左).垂直等倾 

斜线和水平等倾斜线的交点为奇点，而两条曲线之间的区域内 J ；， 
夕不变号，即轨线方向在90°范围内保持不变，故有 （ +, + ),( +， 
-）， （- ，+ )，（-，-）四种走向，其中括号内第一个+表向上、- 
表向下，第二个+表向右、-表向左.利用等倾斜线可以基本确定 
微分方程的轨线在全相平面上的走向，从而画出方程在相平面上 
的轨线图貌. 

现在我们用等倾斜线法分析 §1.1 例5中的两种群模型 
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dx 

dt 

dy 

id7 


=rx( \ - ax ~ by) ^ 
=sy(i- cx - dy) y 


(6.52) 


其中和分别反映种群 i 和 y 的增长情况，均为正常数. 
而 6>0， c >0 时为竞争模型，6>0/<0或 6<0, c >0 时为被捕 
食-捕食模型乃 <0, c <0 时则为共生模型. 


因： C , 3/分别表示两种群的数量（或密度），故方程在相平面第 
—象限才有意义.实际上，对方程组 （6.52 ),：c = 0 和 y = 0 分别表 
示的^轴和 * r 轴是由整条轨线和奇点组成.由唯一性，第一象限 
上的轨线不能穿过它们跑到其他象限.因此，仅讨论第一象限上的 



(a) a<c y b<d (b) a>c, b>d 



(c) a>c y b<d (d) a<c y b>d 
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图 （6.21) 平面竞争模型 




轨线即可 . 1 = 0 即相平面 y 轴上表示 Z 种群绝灭 ，7 = 0 即： T 轴 


表示^种群绝灭.方程 (6.52) 的垂直和水平等倾斜线是： T 轴、轴 


和两条（在特殊情形下一条）直线.对竞争模型，其相平面上的轨线 
图貌有四种情形，如图 （ 6 . 21 ) 所示，图中0,4，1),£点为奇点.由 
图可知，在第一象限内（不含： r 轴、 3 ；轴），有如下四种结果： （ a ) 当 

时，轨线将趋于 I 轴上 A 点， y 种群将 绝灭； （ b ) 当 
a > c ， b>d 时，轨线将趋于 y 轴上 D 点，: r 种群将 绝灭； （ c ) 当 
a > c ， b<d 时，轨线将趋于£点（结点），两种群将按一定数量 
(比例） 共存； （ d ) 当 a < c ， b>d 时，轨线将视位于何区域趋于 A 
或 D 或£点，£点为鞍点. 

同样方法可分析被捕食-捕食模型和共生模型，但对被捕食 
-捕食模型在相平面上可能出 
现极限环、焦点或中心.如对 
Volterra 被捕食-捕食模型，由 
§ 2 . 1 . 1 例 2 所示的通解 
x c e -^ y a e' by = k 是首次积分式 
(见 §7.2), 实际上是一个哈密 
顿方程（见 § 6 . 6 ), 其轨线是一 
族围绕奇点 E 的闭轨线，如图 



( 6 . 22 ) 所示. 图 ( 6 . 22 ) 平 面被捕食-捕食模型 

对一般的两种群竞争模型 



dx 

dl 


Ld7 


M( jt jy)x , 
N(x ,y)y. 


(6.53) 


其中： r 与: v 的相对增长率 JVf 与 N 都是非负变量: r ， 3 ; 的连续函 
数，有连续一阶偏导数， a —种群增长时另一种群的增长率下降, 

即 ¥< o ，|¥< o , 而任一种群过多时两种群都不能增长，故存在 

常数 K >0, 当 x>K 或:时 MU ，： y )<0 a NU ，： y )<0 .还 
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设只有一种群时，它将按极限增长，即存在常数 a >0,6<0 使得 
当 ： c<a 时， M (: c ,0)>0; 当 x>a 时， M ( x ,0)<0; 

当 : y <6 时， N (0，： y )>0 ; 当 y>b 时， iV (0，： y )<0. 

在上述条件下，通过分析相平面上等倾斜线曲线 M (: r , y )=0 和 
N ( x , y )=0 的形状及它们之间的关系，如图 （6.23) 所示，可以证 
明⑴ 



图 （6.23) 平面一般竞争模型 


定理 11 两种群竞争一般模型 （6.53) 的每一条轨线，当 
~时都趋于有限个平衡点之一. 

现在讨论§ 1.1 例7中的分子化学动力学模型，对单分子化学动力学模型 

= - k 3 jc 3 + k 2 Ajc 2 ~ k } jc ^ k 0 B ^ (1.27) 

方程右端是 3 次多项式，可根据多项式有1,2或3个实根情形将方程分解成 
如下两种 形式： 

装= a(jr ~ X| )(jt - : r 2 )(:r — x 3 ) 或 ^ = a(x-jc,)(x 2 + 6jt + c), 

其中实根可以相同.实根为奇点，轨线只能在两奇点或奇点 g 正负无穷之间 
走向一奇点或正无穷或负无穷.根据初值在 I 轴上的位置即可判断其轨线 
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走向而不必费力求解微分方程 . 

双分子化学动力学模型 （ 1.28) 与 Volterra 被捕食-捕食模型没有区别， 
前面已分析过如图 （ 6.22) 所示 . 

考虑 3 分子化学动力学模型 

^ = A - (B + Ujt + jt 2 )， 

乂， (1.29) 


Rr 


^ y 


(6.54) 


当 A40 时方程有唯一奇点〜 ( 八，暑 ). 通过坐标平移芒 = 尤 -4, 7 = 3^| 
化为（仍用： r, ： y 代替 

^j = (B'1)j- + A 2 ^ + -^-JT 2 + lAocy + X 2 y= ~ x ~ G t 

Id B (6.54) 

w = - Hr _ A 2 ：y - 一 2 Ar：y - x 2 G, 

其中 G = - (A+ 1)($+ (4 + 1)；^ • 方程 (6.54 ) 的线性近似方程的特征 
方程为 

A 2 - (B-A 2 - 1)A + A 2 =0. 

易知当 B<1 + A 2 时，奇点 iV 是渐近稳 定的； 而当 B>1 + A 2 时，奇点是不稳 
定的 . 

我们在方程 （ 6. 55) 的相平面上构筑包围原点即奇点的环域厂，如图 
(6.24). 首先，因在 > = 线上当 jt = - A 时，工 >0, 而当 x = 0 时， x*<0, 



图 （ 6.24) 环域 r 
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因此为在■线找到一点使得 Y =0,可联立求解三方程 

X - kA^ - X - G = 0 , y~ - 

得々 = n 4, 即点万坐标为(^，~ I "); 于是在尸-暑线上点5右端有 
/> o，y >0,轨线向上向左，再在 _ r = 线上求它与曲线 /: ^ + (a + 

• r)：y = 0 的交点在 DA 线上轨线向右，再过点 A 作水平线交 ：y 

轴于点百(0,罢)线上轨线向下，再过点]^作直线„:尸一似 + 誓, (0< 

# 

a < l ) 交曲线/于点月 C 线段上方向差为占 = —— yH a)G ，其分子小 

于零、分母最多3个零点，故8/0,而点 B 上- 1，线段上轨线向左向下， 

再过 点芒作 平行 y 轴，交直线尸于点只;在 C 豆线段上轨线向左，这 

样由点围成了 一个在边界上 指向内部的闭 域厂. 

因原点是不稳定焦点，可 在: y 轴 上取: v , > o 且充分小时过点（0，％ ) 的轨 
线围绕原点一周后再交: v 轴于: y 2 >0,因原点不稳定，显然 jy 2 >%，从点（0, 
%)到点 （0 o 2 ) 的轨线段与^直线段构成了包含原点的闭域 n ，在厂 0 边 
界上的轨线均走出闭域 r fl . 这样在厂边界和厂。边界之间便构成一个环域， 
内外环边界上的轨线均进人域内•利用环域定理8便可得出如下结 论：当 
A >0， B >1 + 时， r 内有一稳定的极限环，还可进一步证明极限环是唯一 
的； 而当 A >0， B <1 + a 2 时， r 内没有极 限环. 

在相平面分析中除奇点和极限环两种特殊轨线外 ，还 有一种 
从奇点到奇点的轨线，这类轨线称为分 界线. 如果一条分界线与一 
个奇点构成一个环,则称为 同宿环 （轨） ； 如果一条分界线两端是不 
间奇点，则分界线称为异 宿轨； 当多条分界线与多个奇点构成一个 
环时则称此环为异 宿环. 上述定义中可以将奇点换为极限环.如图 
(6.21) 中的 OA , OD 都是分界线、异宿轨. 

如 果两个 常微分方程的所有解之间存在一对一的对应 （同胚） 

关系，且保接轨线定向，则可称这两个常微分方程是 拓扑等 价的. 
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驻定常微分方程表示为相平面上的向量场，点的方向为轨线在该 
点的切线方向•给定了一个平面驻定常微分方程，对与之非常接近 
的所有平面驻定常微分方程，可以用相平面上的点的向量非常接 
近来表示，如果它们是拓扑等价的，则称给定的常微分方程 是结构 
稳定的 •前苏联数学家安德罗诺夫 （ Andronov ) 和庞特里亚金 （ Pon - 
tryagin ) 曾给出 [17 ^ : 

定理 12( 结构稳定定理） 平面驻定微分方程 （6.33) 在平面 
有界区域上结构稳定的充要条件是 

(1) 只有有限个奇点，且均为双 曲的； 

(2) 只有有限个闭轨，且均为单重极 限环； 

(3) 没有鞍点之间的分界线. 

对二维驻定微分方程即平面动力系统，要分析在相平面上的 
全局轨线图貌.如果不是全局渐近稳定或有界即轨线都向里走，还 
必须考虑轨线如何趋向无穷，即无穷远处的轨线图貌，这可以通一 
种特殊变换（称为 Poincare 变换）将无穷远化为原点进行分析.将 
有限区域的分析和无穷远分析结合起来，便可得到一个方程的全 
局图貌 



1. 试确定下列方程组的周期解、极限环，并讨论极限环的稳 定性: 

^7 ~ —:v 一 • r (i 2 + ： y 2 一 I ) 2 ， 

( 1 ) < 

繫 = t _ y(x 2 + y 2 ~1) 2 ; 



•(•T 2 + y - 1 )， 
= ： (X 2 + y - 1 ), 

: V 


djr _ 
dt dt 



> 


当工 2 + /#0, 

当 了 2 + /=0 ; 
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⑶ 


dx 

dt 


x ( x 2 + y 2 - 1 )( jr 2 + y 2 " 9) - y ( x 2 + y z 一 4)， 


= y (^ r 2 + y 2 _ l )(* r 2 + y 2 - 9) + x ( x 2 + y 2 - 4). 


2. 试判别下列方程组有无极限环存在 : 


( 1 ) 


( 2 ) 


= x + + - yJT 3 ' y Z JC , 

- - x + y + yjr 1 + ; 

~ ~2 x + y ~ 2 xy 2 , 


(3) 


dy 

di 

djr 

dt 

dy 

dt 


jy + jt - jc y; 


jy 一 jt 卜 jt 


文一 ： y + ：y 


3. 考虑方程组 


^ = Y ( x 9 y) t 


其中函数叉（1，30,7(1，30在单连通区域1)内有连续偏导数.假设存在函 
数 B ( x ,： y ), 其一阶偏导数于域 D 内连续，且 

ox oy 

不变号和不恒等于零，试证明上述方程组于域 D 内不存在任何周期解. 

4. 证明方程 


dt 


+似+ 6砮-虹 2 - "(砮卜0 


没有极限环存在，其中为常数，且 A #0.( 提示： 利用上题结果 .） 

5. 证明下 列方程 （组〉 存在唯一的稳定极 限环： 

(djr _ 

石4， 


( 1 ) ^ 


努二 - 了 + / -3jt 2 y; 


^ dt 


(2) ^4 + a(x 2 " - ^)~ + yx 2m 


0( a ，/?， y 为正常数， n , w 为正整数）. 


# 
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6. 试用等倾斜线法在相平面上画出下列方程的轨线图貌： 

(1) X. = jt( 1— x-2 ： y) ，： y* = : y(or— 2 —jy); 

( 2 ) = + = - ~y J ; 

(3) jt = xy,y = y + jr 4 ; 

(4) jc = xy,y = y 2 ~ x 4 i 

(5) x = jcy - x 3 ,y = y 2 ~ 2 x 2 y + x 4 . 

7. 试详细讨论两种群模型 （6.52) 中的被捕食-捕食模型的各种情形. 

* §6.5 分支与混沌 

6.5.1 常微分方程单参数分支 

考虑含参数的常微分方程 

x =/( jc ； A ), jceR \ AeR w , x =~|,/ ec r , ( 6 . 55 ) 

其中； 1 为参数.最普通的参数是方程的系数作为参数.对含参数 
的微分方程，我们特别关注的是当参数变化时方程的解特别是平 
衡解的个数和性态是否发生变化，即方程是否结构稳定.这便是微 
分方程解的分支（亦称分歧、分岔）问题.相对于某参数值 A 方程 
(6.55) 不是结构稳定时称此方程为分支方程，对应的参数值； I 称 
为分支值.在这里，我们主要讨论单参数 （ W = 1) 分支. 

对单参数的一维常微分方程，即”=讲=1.若有$使/(匕义） 
= 0.则 = f 为系统的平衡解，即相空间（直线）或带参数的平面 
OrA 上的平衡点（奇点）.显然，当 * r 从 f + 0 变到 $-0 时，若/即 
f 从负变为正，则 : r = ? 为系统的稳定平衡解（点）；反之，若/即/ 
从正变为负，则为不稳定平衡解（点） . 

/( x ， A ) 二0在 OxA 参数平面上为一曲线，曲线上的点对应 
系统的平衡点，可把 /( z ， A ) 表示成 I 和 A 的多项式形式然后考 
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虑相平面（直线）上平衡解（点）的分支.对单参数的一维常微分方 
程，有如下几种典型的分支 类型： 

(1) 鞍结点分支 X = X ~ X 2 

平衡点为$= ±/ X . 当 A >0 时才有实平 衡点 ； A =0时平衡 
点 f = 0 稳定； A >0 时平衡点6 = 

稳定而平衡点 - a / I 不稳定. 

在 Oovi 参数平面上平衡点为一条抛 
物线，如图 (6.25) .拋物线上支（连同 
原点)上的点是稳定的，下支上的点 
是不稳定的.原点是分支 点：; I 从 A 
+ 0变到 A -0 时系统的平衡点从一 
个稳定 、一 个不稳定的两个变为一个 图( 6 . 25 )鞍结点分支 

(半稳定)再变为不存在 . A =0 为分支点，称为鞍 结点分支点. 

(2) 跨临界分支 X — Xx — jo 2 

平衡点为$ = 0和 f = A . 当 A ^ O 时系统有一个稳定和一个不 
稳定的两个平 衡点； 当;1=0时系统有一个半稳定平衡点（原点）.因 
此 A =0 为分支点，称为 跨临界分支点 ，分支图如图 (6.26) 所示. 

(3) 叉式分支 x = Ax ~ x 3 

平衡点为 f = 0和 f = ±/ a . 当 A >0时系统有两个稳定和一 
个不稳定的三个平 衡点； 当 A <0 时系统有一个稳定平衡点 U =0 
时为原点）.因此 A =0 为分支点，称为叉式 分支点 ，分支图如图 
(6.27) 所示. 



图 （6.26) 跨临界分支 图 （6.27) 叉式分支 


• 310 - 



(4) 复合分支 a ：* = A + 3 -r - j 3 

当 Ul >2 时有一个稳定平衡点 = ±2 时有一个稳定和一 


个不稳定的两个平 衡点； 而 U I < 
2 时有两个稳定和一个不稳定的 
三个平衡点.如图 （6.28) 所示.因 
此 A = 土2是分支点，称为 复合分 
支点. 值得注意的是当参数 A 逐 
渐增加由 - oo 到_2再到2时，由 
于稳定性，系统平衡点逐渐沿左 
半支向上移动而不突然变化，但 



当移到 A -2 时平衡点会从 C 跳 
到 D , 由下半支跳到上半支，然后 


图 （6.28) 复合分支 


随着参数增加平衡点在新的位置上沿上半支继续向右移动.反之, 
当参数 A 逐渐减少由+⑺降到 2 再减到_2 时，系统平衡点先在 
上半支逐渐向下移动，但在 A = -2 处平衡点会从 A 跳到 JB ， 然后 
沿着下半支继续向左移动.这种在分支点处的突变是复合分支的 
特点，它能很好地解释实际系统的一些现象. 


对平面常微分方程，即方程 （6.55) 中 n =2 时，情况复杂得 
多.除平衡点分支又称局部分支外，还有大范围分支，包括极限环、 
同宿环、异宿环的分支，都是研究参数变化时轨线图貌的突变.由 
定理12,只要方程不满足结构稳定性的三条充要条件的其中一 
条，则方程是分支方程，存在分支.这里仅对单参数情形举几个典 
型例子略为介绍. 


例1 平面鞍结点分支. 

j X = X — X 2 y 

~ y- 

实际上是将一维鞍结点分支移到二维相平面上.当 A <0 时 
无平衡点= 0时，原点是退化奇点（高阶奇 点 ）； A >0时，有两个 

鞍点 （ 土71，0).义=0为分支点，如图（6.29 3 ). 


秦 
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⑻； l <0 


(b)A=0 


(c) 又 >0 


图 （ 6.29a > 平面鞍结点分支 


例2 Hopf 分支 


r = Xx — y — x(x 2 + y 2 ) ^ 


通过变换 


1 

,y = x Xy - y{x 2 + y 1 ). 
rcos <p ， y = rsin <p , 原方程化为极坐标方程 
[r = r(A 一 r 2 〉. 


l = 1. 

r 为一维叉式分支，但要求.对应的 0 x 3； 相平面上， A <0 时 
原点为稳定焦点； A 〉0时，原点 
变为不稳定焦点，同时存在稳 /》/ 

定极限环即？十/= A 

A, A = 0 为分支点，如图 """ H ^/ Ta 

(6.29b), 这种由于参数的变化 / \ 

而跳岀极限环的分支做称为 
Hopf 分支. 

例 3 同宿分支. ® (6,29b) Hopf ^ i(A<,= ,>0) 


X - y 


y = x ~ x 




方程有二平 衡点. •原点（0,0)和 （1,0) .当 ； l =0时， （0,0) 为鞍 
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点 ，（1,0) 为中心，岀现同宿轨（环 ）； 当 A 关0时 ，（0,0) 仍为鞍点, 
而 （1,0) 变为焦点，且当 A <0 时为稳定焦点，当 A >0 时为不稳定 
焦点 . A =0为分支点，称为同宿分支点，如图 （6.29 c ). 



⑻又 <0 (b)A=0 (c)A>0 


图 （6.29 c ) 同宿分支 

如果方程改为 

U = y* 

.y - x ~ x 2 + Xy + xy , 

和前面一样，只是 A >0 时会由不稳定焦点产生闭轨（极限环）. 
A =0也是同宿分支点. 

例4异宿分支 

X — X + X 2 — xy y 

\y = y 2 - x 2 ~ 

A =0时，方程有两平衡点 （0, ± 1)，均为鞍点，存在连结鞍点 
的分界线（异宿 轨）； 当 A 关0时，在相平面上（0, 土 1) 附近仍有两 
平衡点鞍点，但异宿轨破裂，对 A >0 及 A <0形成两种不同的轨 
线图貌.分支点 A =0称为异宿分支点，如图 （6.29 d ) 所示. 

对带参数的方程组 （6. 55)，当 又=0 时相应的系统 

x = fix , 0 )^ f 0 ( x ) (6.56) 

是结构不稳定的，则称 （6.55) 是一个分支方程，把丨 A 丨《1的系统 
(6.55) 称为 （6.56) 的一个 开折 （ unfolding ). 如果所选的参数包 
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⑻； l<0 


(b)A=0 


(c)A>0 


图 （6,29 d ) 异宿分支 

括了方程 （6.55) 可能出现的各种拓扑结构，则称这个开折 为普适 
开折 .普适开折中对应参数最少的个数称为余 维数. 对分支问题的 
研究可简化为对余维数的分支方程的研究，并通过特殊变换化为 

一种称为规范形的标准形式进行讨论 [21 ~ 24] . 

例5微分方程 

3 ( 6 . 57 ) 

是前面 (3) 叉式分支 x = ^ - ?的一个开折，但最广泛的开折应是 

~ r ~ = a ( A ) + 6( A)x + r ( A ) jr 2 - x 3 . (6.58) 

at 

而上式右端可变为 

A ,( A ) + A 2 ( A )( x -^^)- 

其中 A , ⑴二 “ A )+ .^ j - c( . A) - h ^^ l , A 2 ( A ) = 6( A ) + .令夕 = 

• r -^, 则方程 (6.58) 最后变为 （3； 改写为: r ) 

^ = A , + A 2 jt - x 3 , (6.59) 


可把 A , , A 2 视为独立参数.这样，方程 (6.59) 是方程 （6.57) 的一个普适开折. 
• 314 - 



它的平衡点由参数方程 A , ■^ 2 1-：«: 3 =0决定，其曲面图如图（6.303)^ 1 = 

0时有平衡点 ： r = 0, 其他平衡点由参数方程的判别式为$ + _ = o 确定，此 

式即为分支曲线.如图 （6.30 b ) 所示.由分支曲线区分为不同平衡点个数的不 
同区域. 



图 （6.30) 平面两参数分支 


进一步可以证明 （6.57) 的任一单参数开折均不具有 (6.59) 的某些性质, 
于是称由 （6.57) 引出的分支是余维2的.可以证明 [22] , 

定理13当 a #0 时，一维微分方程 

砮 w' + cKur 2 ) 

是余维 A 的，它的一个普适开折可取为 

= 又 1 +又 2 了"*^“ + 1 + ajc k +1 . 

因此，前面 （1) 鞍结点分支^ = A 〜: c 2 是 - : r 2 的一个普适开折，但 
JT # = AjT - JT 2 则不是. 


6.5.2 Lorenz 方程与混沛 

前面讨论的多是一、二维驻定微分方程组，相平面上的轨线图 
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貌不会太复杂，仅有奇点、极限环、同宿轨、异宿轨等几种特殊轨 
线.对三维及以上的驻定微分方程组，或二维及以上的非驻定微分 
方程组，其轨线或积分曲线可能出现非常复杂的性态 .Lorenz 方程 
便是其中的一个典型模型.它原是气象学家洛伦茨研究大气变化 
时提出的底部加热二维对流的简化模型，通过计算机模拟发现了 
方程具有极丰富的分支和混沌性态.经过李天岩、 Yorke 等人的继 
续研究，开创了混沌科学的新纪元. 

Lorenz 方程是 

X = a{y - x) y 

1 jy . = cr _ xz — y , (1.26) 

,z — xy — bz , 

其中参数 a ， b ， c 均为正数. Lorenz 方程有如下性质： 

(1) 对称性.当用 （- Jr ， _7,2：)替换（：1：，3；,2：)时方程形式不 
变，方程关于 z 轴对称. 

(2) 2：轴是不变集.因 x = 0,jy = 0 满足方程，此时 2：'= - bz ， 
即 z 轴为不变集，旦轨线沿着 z 轴趋于 原点； 而在平面 *r =0上， 


当3^>0时， g >0; 当^<0时， g <0, 因此环绕 z 轴的轨线从平 

面 x =0 的上方看是逆时针方向旋转的. 

(3) 耗散性和吸引性.常微分方程描述系统的运动，有一大类 
系统，在运动时，其相空间容积是收缩的，这类系统我们称为耗 
散 系统； 当容积不变时系统称 为保守 系统； 当容积 U 扩大时系 
统称为扩 张系统 .可以通过系统相空间容积变化率 

卢去货= 2袋 = (6.60) 

I 1 

小于、等于或大于零来判断系统是耗散、保守或扩张. 

对 Lorenz 方程 （1.26) ,可以计算得 
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因此 Lorenz 方程是耗散系统.容积 [/ 随时间推移收缩为 
Ue 如“…，说明 Lorenz 方程的解是有界的，轨线最终被吸引到 
一个体积为零的较低维的集合内. 

下面就参数 c 的不同变化范围讨论 Lorenz 方程 （1.26) 轨线 
的性态. 

当 0<r <〗 时，原点 S Q = (0,0,0) 是 Lorenz 方程的唯一平衡 
点.取李雅普诺夫函数 

V = + ay 2 + az 2 ) , 

容易验征 

因 V 定正、定负，原点 S 。 是渐近稳定的 . Lorenz 方程的所有轨 
线均趋于原点. 

在原点 S u 线性化 Lorenz 方程可得系数矩阵为 

— a a 0 
A- c -10 ， 

_ 0 0 — b- 

其特征根为 

Ai = ~ 6 ， A 2 , 3 = ^ •[ 一 （1 十 a) 土 V (1 十 a) 2 — 4a(l ~ c)]. 

当 c = l 时，原点 S 0 仍是 Lorenz 方程的唯一平衡点.但 A t < 
0， A 2 = _ (1 + a )<0， A 3 =0,出现叉式分支，原点 S 。 不稳定. 

而当 c > l 时， AiCCKAzCCKAsX )， 原点心不稳定.且此时除 
原点外还出现两个异于原点的平衡点 

=(\/^b(c b(c - l) 9 c ~l)jS^ =(-y/ 6(c - 1)，-*/ 6(c —l),c -1), 

S + ， S - 对称于 z 轴•对此两平衡点，考虑在平衡点处线性化 
Lorenz 方程，可求得其特征方程为 
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A 3 + (a + 6 + l)A 2 + 6(a + c)A + 2 ab{c - 1) = 0. 

因 c > l , 特征方程系数均大于零，实特征根必为负根.且由； 6.1 
例3知平衡点 S + , S _ 渐近稳定的条件是 

a < b ^ l t c >] 或 a >6 + l ， l < c < C 。， 其中 c 0 = a< ^ a+ ^^. 

a — o 

当 C = C Q >1 时， A 2 =0, 特征方程有一对共轭纯虚根，出现 Hopf 分 
支； 当 c > c 0 > l 时，特征方程除一负实根外有一对共轭复特征根， 
其实部为正，对空间线性微分方程，这种空间平衡点称为鞍 焦点， 
空间轨线投映于平面上为焦点和鞍点状. 

下面我们固定参数 a = 10,6 = | 进行讨论，此时 c 0 =24.736 8. 

从前面的分析可 知：当 0< c < l 时， Lorenz 方程的所有轨线均趋 
于 原点； 当 c >\ 时，存在原点 S 。 和平面 z = c-l ± S , ，&三个 
平衡点.当 l < c < c 。 时，平衡点 S + 、 S _ 是稳 定的； 当。时，平 
衡点 S + ， S _ 不稳定，属鞍焦点. 

取参数 r 的不同值，我们可以通过数值解画出 Lorenz 方程在 
相空间的轨线图貌.由图 （6.31) 可知，当 1.346< c <13.926 时，由 
原点岀发的两条轨线各自分别趋于两平衡点 S + ，5_;在 c = 
13.926 处，出现同 宿轨； 当 13.926〈 c < Cu 时，出现由原点出发的 

两条轨线各自分别绕过一平衡点趋于另一平衡点，并在相空间中 
可能存在闭轨线或其他复杂 轨线； 当。时，由于两平衡点 S + ， 
S _ 属鞍焦点，相空间中的轨线更为复杂.对大的参数 c 值， Lorenz 

方程的解往往是周期的，如相空间中轨线在 Oxz 平面投影所得的 
图 （6.32) 所示. 

我们现在讨论当参数 a = 10,6 = |， c >13.926 时 Lorenz 方 

程在相空间中存在的复杂轨线.图 （6.33) 所表示的是相空间中轨 
线走向示意图，由图中可看出从原点 O 附近右区域内出发的轨线 
从右边转入左边绕平衡点 S - 向外旋转最后回到原点 O 附近左区 
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图 （6.32) Lorenz 方程的一些周期轨线 


域内，然后继续由 O 左区域从左边转人右边绕平衡点 S + 向外旋 

转最后回到 O 附近右区域内•这样反复的无限循环始终既不趋向 
平衡点 S + ，也不趋向平衡点，永远在平衡点 S + 和之间摆 


參 


319 



动.而且绕各平衡点旋转次数及平衡点之间摆动次数根据参数轨 
线初始位置不同而不同，根本无法预测，对初值非常敏感 • 



o 


图 （6.33) 轨线走向示意图 

Lorenz 方程出现的这种轨线的极限集是在一有限区内的吸引 
集，但它与通常了解的吸引集不同，既不是平衡点也不是极限环或 
周期变化的点集.我们称这种吸引集为奇异吸引子（奇怪吸引子）， 
奇异吸引子还有对初值敏感的特性.存在奇异吸引子这种复杂现 
象又称为混沌（浑沌） U2 ~ 24] .混沌也可简单解释为对初值的敏感 
性，初值的细微差异引起后续的巨大不同，无法预测.但是 Lorenz 
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方程是确定的系统，确定系统中出现的预测的不确定性、随机性这 
种现象的发现，给牛顿力学出现以来的科学观念造成巨大的冲击， 
人们开始用新的观点解释自然现象，如台风的难于预测是本质的. 
研究自然和社会科学中的混沌已形成一门新的科学. 

当参数 = 10,6 = 1， c > 13.926 时可以通过计算发现对不 

同的 c ， Lo renz 方程呈现各种复杂的轨线性态，对应于奇异吸引子 
和混沌现象•对不同的 a ， b，c 在一定范围内也同样岀现奇异吸引 
子和混沌现象.如表 (6. 1 ) t26] •关于 Lorenz 方程在相空间的轨线图 
貌的绘制可参考附录 n . 


表 (6.1) Lorenz 系统中的分支与灌淹 （a = 10,6 = 8/3) 


参数 (： 的范围 

解的性质 

<1 

趋向无对流的定态 

1-13.926 

趋向三个平衡点之一，在 13.926 处出现同宿轨道 

13.926-24.06 

存在无穷多个周期和混沌轨道 

24.06 〜 24. 74 

奇怪吸引子与一对稳定平衡点共存 

24. 74〜 148.4 

混沌区，其中有 

99 .526 〜100,79 

为一个内嵌的倍周期序列 

145.9 〜 148.4 

为倍周期分支序列 

148.8 〜 166.07 

周期区 

166.07-233.5 

混沌区，其中有 

166.07-169 

从周期到混沌的阵发过渡 

233.5 附近 

与 148.4 附近类似的分支序列 

233.5 〜+ oo 

周期区，有 +oo 往下的倍周期序列 


除 Lorenz 方程外，后来还发现一大类具有混沌特性的系统族就微分 
方程而言，只有三维及以上相空间中的轨线才有可能出现混沌或奇异吸引 
子，但对映射而言，一维映射即可出现混沌. 

为进一步了解混沌的意义，我们考虑离散动力系统 

^*♦1 =/(jr w ),n =0 ， 1,2 广 . 

这是一个差分方程.微分方程通过差分化可化为差分方程.种群（昆虫）模型 
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中按代计算其种群数（虫口数）时便可用差分方程表示，此时其模型又称为虫 
口模型.最 简单的虫口模型是 logistic 差分方程 


= Xx n (1 - ) ， (6.61) 

这是一个单参数离散动力系统，如图 （6.34) .如有^ = _ r 。， 称： r 。 为不动点, 
当及=1。，而 ，…， ：!：《_,互不相等时称: c 。 为周期 n 点.易证明当 0 <A 
<3时，不管初值: r Q 6 (0,1) 如何，方程的解即 n — oo 时的点 ； r „ 均收敛于不 

动点 J =1 -如而当 3< A < l + v ^ 时，初值 jc 。 6(0、 1) 的方程 （6.61) 的解收 

敛于两个周期2点毛， 1(4^4 >. 因此 A = 3为方程 （6.61) 的分支点.随 
着 A 的逐渐增大，方程 (6.61) 从两个周期2点变为四个周期4点，再八个周 
期8点，等等.这种逐步加倍的分支称为倍分支.用计算机可绘出方程 （6.61) 
的参数与周期点关系的倍分支图，如图 （6.35) .当 A >3.569 945 673…时，方 
程 (6.61) 出现混沌解=0，1,…）可能不收敛于任何点，到处游荡，是一 
个奇异吸引子，且存在对初值的敏感性. 

本 


X. O 


3.4493.544 3.649 4 X 


图(6.34> 虫口模型 


图 (6.35) 倍分支图 


对线段上的连续映射，李天岩和 Yorke 曾给出著名的“周期3蕴涵混沌” 


定理 14(Li-Yorke 混沌定理）设 J 是一个区间，连续•如 J 中有 

一点 a ， 使 b = f 、 a、，c = f(b、，d = f(c 、， 满足 

d^a< b<c 或 > b>c y 

则对每一个 々 = 1，2, …，在 f 中有 / 的一个 周期々 的周期点.且 f 中有一个不 
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含周期点的不可列集 S, 满足 

(1) 对 S 中的每两个有 

lim I / 1 (/>)-/*(g) I >0, lim \f (/>) - f (^) I = 0; 

”一 00 f| 峰 oo 

(2) 对 S 中的每一个 p 及 J 中的周期点 g, 有 

lim 丨 /*(/>)-/* (g) 丨 >0. 

n-^oo 

Li-Yorke 定理给出了混沌的严格数学定义，后来人们就把满足 Li-Yorke 
定理结论的集合称为 Li-Yorke 混沌集.后来发现，可以将相空间中 Lorenz 方 
程的轨线通过 Poincare 映射映射为 z - c ~ I 平面上的 F( m ， i /)， 而进一步可 
分解为/^(«，1；> = (./^)，#(«,1；)),而 /U) 满足线段映射存在混沌的 Li- 
Yorke 定理条件，如图 （ 6 . 36 ) 所示，从而说明 Lorenz 方程存在混沌 U8 * 32] 



V 




图 （ 6 . 36 ) Lorenz 方程的 Poincar^ 映射 


警 
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李天岩和 Yorke 首先给出了混沌的数学定义，但仅对线段映 
射而言.后来人们将其推广出现各种混沌的定义，而且发现了多种 
满 足混純 性态的系统，如 Henon 映射、强迫 Duffing 微分方程等. 
同时还发现在物理、化学、股票市场等自然科学、社会科学中存在 
各种混沌现象， 

由 Lorenz 方程引发的混沌的概念出现后，人们发现已在早期 
得到的 KAM 定理 、 Smale 马蹄 、 Mel ' nikov 定理中研究的系统亦存 
在混沌，这是与 Li ， Yorke 混沌不同类型的混沌. 



1. 试判别下列一维单参数微分方程的 A 的分 支值： 

( 1 ) X = X + 2 x + jt 2 ; 

(2) jt = 1 + 2 Ajt + jc 2 ; 

(3) x - x ~ 3 Ax 2 + X 4 . 

2. 试通过计箅平衡点和线性奇点性态求下列平面单参数微分方程的； I 
的分支值，并画图验证(令 ^^ y ): 

(1) x + ( x 2 - X)jc + x = 0; 

(2) x + (.r ^ 1 )jt + Ax = 0; 

(3) Jr + jt + x 2 -- A = 0. 

3. 试证明 n 维空间中容积 U 沿驻定微分方程的解的变化率公式 
(6.60). 

4. 试用计算机绘出 Lorenz 方程 （1.26) 在参数 a = 10,6==~^ ■和初值 （1, 

. 3 

1,0) 下不同参数 c = + , 13,20,120的轨线图貌. 
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# §6.6 哈密顿方程 


6.6.1 完全可积性 


在第一章提到大量物理、力学与天文问题的数学模型可由哈 
密顿方程描述.这一节我们讨论哈密顿方程的一些性质，哈密顿方 
程的研究大大地促进了非线性系统理论的发展. 


哈密顿力学系统可用哈密顿（正则）方程表示为 





9H 

可， 


9 H 




( 6 . 62 ) 


其中 （ P ，9) = ( /…，/>»，91，92，〜，9*»)为系统的”对共扼变 
量，称为正则变量 . p 称为系统的广义坐标， g 称为广义动最， H 称 
为哈密顿函数或能量函数.因由 H 可唯一确定哈密顿方程，有时 
称哈密顿方程意即由 H 确定的哈密顿方程 (6.62). 


如记 or = ( p ， g )， J =0 则 （6.62) 式可简写为 

i = J ▽ X H ， 

这里为梯度向量. 

设 = 不显含 r , 此时方程构成相空间 （ p , 

分沖的向量场(-!?，岩).显然有货=咢努 + 咢語 =0 ，即 

H ( p ( t ), q ( t )) = c 9 (6.63) 

其中 （ P ( r )， g (/)) 为哈密顿方程（6.62)的解^为某常数.因此由 
§ 7.2 关于首次积分的定义知 

性质1哈密顿函数 H 是哈密顿方程 (6.62) 的首次积分. 

现考虑容积 L /， 由容积变化率公式 （6.60), 沿哈密顿方程 
(6.62) 有 


= 如 ( J ▽〆)= 



3 2 H d 2 H 
d Pi 3 Qi d Q, d Pi 
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即 


性质2 {刘维 尔保积定理） 哈密顿方程是保守系统.相空间 
中任何区域1/沿着哈密顿方程轨线变化其体积保持不变，二维相 
平面上哈密顿方程轨线为闭曲线族. 

由性质2知哈密顿系统内不可能存在渐近稳定平衡点和渐近 
稳定极限环.且由性质2可推出 

性质 3( 庞加莱回归定理） 空间中任一点的任一邻域 LT , 
必存在 LT ， 使得由 x 出发的哈密顿方程的解 xU ) 必回到 U , 
即存在 〆 >0,使得 

证明记 u ( t ) 为 f = o 时邻域经时间 r 后哈密顿方程的 
解所在的区域，由性质2, LKz ) 保持体积不变.因此，对 U(t)(t = 
1,2 ，…） 必相交，即有某/>々>0,使得 C / U ) 门 L /(/) 关0，于是， 
L ^ o)n " (卜々）关 0•记少 e u ( o ) nu ( i ~ k ) 9 t ^ = /一 々，则有 

X ^： U(0) = U ， 使得 y = x(t* )G U. 

性质 4( 极值稳定定理） 如 a : 为 H 的局部极小或极大值点， 
则文是李雅普诺夫稳定的. 

证明不失一般性，设 H (0)=0,0 是 H 的极小值，于是存在 
7 >0,使得当0< || ill < 7 时，有 mjc )>0 .对任6>0,取/0 = 
mini e , rj \ 9 M = min\H(x) I || x || = ac |, 因 H(0) = 0, 且 H 连续， 
则存在谷 ,0<5< e , 使得 || jt || <谷时， H ( x )< M . 于是对 || jc 。 || 
<占，当 Z >0 时，过 jc 。 的哈密顿方程的解 x (0 有 H(x(t)) = 
i ~ f ( jc 0 )< iVf ， 从而 || x(t) || < ac < e . 

设 H ， F ， G 为 p ， q，t 的连续可微实值函数， F ， G 的泊松 
( Poisson ) 括号 定义为 


容易验证泊松括号满足 

(1) 反对称 1 i 7 ， G 1 = - I G , F I ; 


9 FdG _ dFdG \ 
3 Pi d Qi d Qi ) 


(2) 双线性 = fllF ， K | + b \ G , K \； 
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(3) 雅可比 ( Jacobi) 行列式 


| H ,| F , G || + | F , iG , H || + | G ,| H , F ||=0. 

对哈密顿方程 (6.62) 的解 （pU),<7(0)， 记 F(0 = F(p (/), 
则有 


dF(t) _9F 
~di dT 


+ 1 F , H |. 


于是 

性质 5 H，F，G 不显含，时有 

(1) 当且仅当 IF，HI =0时， F 是哈密顿方程 H 的首次 积分; 

(2) 如 F，G 是哈密顿方程 H 的首次积分，则 1F，G1 也是哈 
密顿方程 H 的首次 积分； 

(3) 1F，H| 是 F 沿哈密顿方程 H 的解的关于 r 的变化率. 
对两个哈密顿方程 （6.62) 的首次积分/^,6；，当恒有|厂，6| 

= 0时，称 F,G 为对合的. 

称哈密顿方程 (6.62) 是完全可积的，如果存在可逆（正则）变 
换 


J = 9( P ， q )， 
0= yf(p t q) 

将哈密顿方程 (6.62) 变为 


(d0 

di 

dj 

.dt 




OH 


( o ( J ) 



J 


即将哈密顿函数 H ( P ， q ) 变为 H(J), 称 J = a，J 2 ，…，人）为作 
用变 M，e = ( n， …， D 为 M 变置，<0 = (%，⑴ 2 ，…， w „) 为银 

率. 

完全可积哈密顿方程 (6.62) 的解为 

6i(t) = (o^ + di (0) , Ji(t) — J, (0) , i = l,2, …，”. 

进一步研究哈密顿方程要用到微分形式和辛流形、辛几何等 


拳 
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一系列概念、性质，这里我们只给岀较容易理解的重要结果 

定理 15( 刘维尔完全可积定理） 如果 2 n 维哈密顿方程 
(6.62) 存在 w 个对合的相互独立的首次积分 F , 则哈密顿方程是 
完全可积的.方程可以通过《个首次积分求解，其 w 个独立的对 
合的首次积分函数所确定的等值面 （6.63) 是紧的且连通的，对应 
(同胚）于《维不变环面. 

例1 微分方程 ± = = Jr - jc 3 是哈密顿方程，其哈密顿函 

数 



⑻ (b) 


图 （6.37) 哈密顿函数图 H =^- y 2 - 1 - jc 2 + 

例2考虑 §6.2 例3讨论的数学摆方程 （6.16), 如取 H = 

士 / + f ( In ), 则 (6.16) 化为自由度为 n = \ 的二维哈密顿 

方程 （6.62)， H 是其首次积分，因《 = 1，数学摆方程完全可积，其 
可积函数为 
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如图 （6.38). 




图 （6.38) 数学摆哈密顿函数图 


例 3两自由度的振动系统的哈密顿函数为 

1 2 2 2 2 

H(p 1 ^ 2 ) = T 2 + 

^ 1 = 1 

它有两个独立的首次积分 

F , = />】+ * i = 1，2， 

而且 

因此首次积分厂，匕是对合的.根据刘维尔完全可积定理，两自 

由度的振动系统是完全可积的. 

实际上，如令 

pi = ^o.sin d { , = - cos ^ , i = l y 2j 

则可将原哈密顿方程 (6.62) 化为 

6 i = a>i , = 0 , 2 = 1 , 2 , 

解得 

6 { = + rj t , p t = 一 (o,Ai , 2 = 1 * 2 , 
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得到两自由度的振动系统的解 

p t = - co.Ai sin ( (oj + rji ) , q t = A , oos ( + 7 ,) ， 2 = 1,2. 

6.6.2 KAM 定理和 Mel nikov 函数 


现在讨论哈密顿方程受扰动后的性态以及平面哈密顿方程受 
扰动后存在混沌的条件.刘维尔完全可积定理说明完全可积哈密 
顿方程可以通过变换把原哈密顿方程化为作用量-角变量坐标下 
的方程 



3H 


a > = const , 



dH 





其中，/ 2 ,…，人）为作用量 ，0 =(义，％，…， a ) 为 
n 维不变环面上的角变量•新的哈密顿函数 H = H ( J ) 仅为 J 的 
函数. 


近可积哈密顿方 程定义为一个完全可积哈密顿方程 H 0 ( J ) 
的微小扰动 


H ( d , J ) = H 0 ( J ) + M x ( e , J ), (6.64) 

其中 e 足够小. 

经 Kolmogorov 提出 、 Arnold 完善、 Moser 发展得到了著名的 
定理 16( KAM 定理） 如果哈密顿方程 （6.62) 是近可积和充 
分光滑的，且未扰可积方程 H G ( J ) 的频率 ， o > 2 ，…，％)满 
足非共振条件 


3(0 

^7 


判， 


则近可积哈密顿方程运动的定性性质和未扰可积哈密顿方程相 
同. 


对满足 KAM 定理条件的近可积哈密顿方程仍存在„维不变 
环面，虽与原未扰可积哈密顿方程的不变环面有所变形，但拓扑结 
构不变，被称为 KAM 环面，如图（6.39)所示[ 3 °’ 33 ].在1<^1^环面 

内的小范围区域内亦可能存在混沌，这能很好地解释太阳系的稳 
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图 （6.39) KAM 定理示意图 


定性问题. 

近可积哈密顿方程发生共振时不满足 KAM 定理条件，不出 
现 KAM 环面，运动轨线可能很复杂，出现混沌现象. 

平面哈密顿方程 （6.62) 是完全可积方程，在相平面上的轨线 
是一簇闭轨或是趋于奇点的同宿轨或异宿轨，如果能用解析式表 
示其同宿轨或异宿轨，则对哈密顿方程的扰动，能用 Mel ' nikov 方 
法给出存在混沌的条件. 

在讨论 Mel ' nikov 方法之前，先介绍斯梅尔提出的马蹄映射.斯梅尔在 
20世纪60年代初曾想在常微分方程定义的动力系统中寻找结构稳定的例 
子，结果发现了含有奇异吸引子的马蹄. 

考虑平面 R 2 上的正方形 S =[0，1] X [0，1] 映射 /: S — R 2 , 如图 （6.40), 

它在沿垂直方向将 S 拉长 〆 >2) 倍，在沿水平方向将 S 压缩;+ )倍, 

然后弯曲成马蹄形状再放回正方形 S 上，使弯曲部分落在 S 之外，此弯曲的 
马蹄形便是 S 在映射/下的像 /( S >, 映射/被称为 Smale 马蹄 映射， 简称马 
蹄映射或面包师变换 ./( S ) 在 S 内的部分 SH /( S )= V , U , V , , V 2 是宽 
为 A 的垂直长方条，其原像为厂 1 (5门/(5)) = 5门厂 1 (5)=1/, U U 2 , U , , 


畚 
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图 （ 6 . 40 ) Smale 马 蹄映射 /( S ) 

是一系列由单位长度垂直线段组成的康托集 C ， 表为 Cx [0， l ] ; 而集合 

A = S 一 flSo^ = CX C 

是 Smale 马 蹄映射 / 的不变集，即 z 6 A 时 ，对 任整数有 尸（ 2 ：) 6 八 ，4 称 

为 Smale 马蹄. 
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1/ 2 是厚为的水平长方条，有 /( t /,)= % ( f = 1,2) .反复进行/映射，每 
次马蹄放在 S 的同样位置.第二次马蹄留在 S 内的部分为 SfL /( S ) 门 
/(• S ), 它是 V , , V 2 内四个更窄的宽为 A 2 的垂直长方条 V iy ( i ,>^ l ,2), V y 
的二次原像/ U lt U 2 
内的厚为 / T 2 的水平长方条％ ( I ， j = 1,2), 有 = f ( U h 、， U „ = 
厂 2 ( %).如此继续，当 n — oo 时，有 

oo 

s.oo* n 广 ⑸ 

n m 0 

是一系列由单位长度水平线段组成的康托 (Cantor) 集 C, 表为 [0,1] x C; 而 

OD 

Soo = fires) 

n -0 











• 

.• • 

• 

Vx 


v t 

. 

- X - •>'•； .• 

• 








(d) 


Kn 


(e) 


:「 

• 

!' 


% 



- \ 




⑻ 










为了解 Smale 马蹄 A 的性质，定义两个符号|0,1丨组成的符号动力 
系统 . A 的元可组成双向无限符号序列 

# 

a = ••• a ▲ t •••a 一 2 a _ | ".a, ••• , 

其中+ €4,1€2，上方的有*标记的元 & 称为 a 的中位元.符号序列的集 
合记为2 = UI ， 对2中另一元6=“_6_ 2 6_ 1 4。6,6 2 〜，定义 a 与 b 的距离 
为 

oo 

d(a y b)= I 化 - 卜 2 M , 

j S •- OO 

于是 2 构成一距离空间.由距离的定义，离中位元越远其值越小 . cz 的 e (> 
0) 邻域 RU )= |6 UU ,6)< e | 相当于 a 的一个中央区取 

，两边则可取 A 的任何元的序列，其中 A < e . 

在 I ：上定义（左）移位映射 

o : » <r(a ) = 6, b { ~ a^ x , V i G Z , 

显然右移）存在 .（2, CT ) 构成一动力系统，称为符号动力系统. 

对 dtr ) 动力系统，如果定义'为 n 位 <2,^2…七的两边无 
限循环，显然 = A … A )' 为初值的轨道«周期轨道. 
而以 a = ( … 00 a . „ *•* a a 0 •** a n 00 ••• ) ♦ a = (… 11 a -" ••- a a 0 a , ••- 
A 11 …） 为初值的轨道 IV ( a ) U ez 分别是极限点为序列全 0 及全 1 的同宿 
轨道 ； a = (•••00 a - ” ...a 叫 a 0 a | 11…），6 = ( …1 la —" … a M a 0 a , 00…）为初 
值的轨道 MU )|^ Z 及！ (/(6) L ez 则是极限点为序列全1及全0的异宿 
轨道. 

任取《€2及^的任邻域 KU )， 显然 U , U ) 内存在周期点，这只要将 
中央区在邻域的有限序列向两边无限循环即可，因此2的周期点集在 X 内 
处处稠密.甚至可以定义一条轨道在2内处处稠密，其方法是作一符号序列 
J 包含所有的周期序列（循环的不计），这可按周期数《从小到大将2” 个满 
足周期数 n 的所有周期序列从中位起向右排列，中位起向左可取任何元5 = 

… fn oo 01 10 11 ()00 001 010 oil loo 101 110 111 …，这样构造的轨道 

| tr ” U ) 丨 „ ez 在芝内处处稠密•此外，因2中的点是不可数的，否则按可数顺 
序可构造一个与每一点均不同的点而产生 矛盾； 而2中的周期点是可数的， 

• 333 - 



因此 ，2 中的非周期点是不可数的.由距离的定义，任意周期及非周期轨道均 
是有界的. 

现证对乏中的任意轨道均对初值敏感，实际上对任意小的夂只要取 

n 充分大使得$<心于是只要令 b 为 a 中的第 W 位元取反，其余元不变, 

则但 W ^ U ), cr ”（ A )) = l , 这证明了 a 对初值敏感，说明芝是 
混沌集. 

现将 SmaUi 马蹄 A 和符号动力系统 （2， a ) 联系起来，定义映射 

< p ： A-^Z 

<p(f(z))- (3(p{z) , )/ Ay 

其中炉 （ z ) = a = … a M 5 。 ……， /U = , 当 /’ ( 2：) € V \ 时， 〜= 0; 

t 

V 2 时， a , = 1 .于是，如记 /(2T) = 3, p (_ y ) = 6 G 则应证 b~ a{a). 
实际上 / l + 1 ( z ) = /• (/( z )) = /* (: v ), 因此， /* (： y )€ V k <^b, ~ k - 1^=>/ , + 1 ( z) 
€ V * ㈡ l =々-1，得乂 =义 + 丨，即 6 = a ( a ). 还可进一步证 明史是 ——对 
应且连续（同胚）映射，于是 A , 2有同样的性质 

(1) A , 2含有可数无穷多条任意周期的周期 轨道； 

(2) 含有不可数无穷多条有界非周期 轨道； 

(3) 4，乏含有一条在其上处处稠密的 轨道； 

(4) A , 2对初值敏感. 

这证明了由康托集构成的不变集 A 具有对初值敏感、无法预测等混沌 
特性，虽然它不是 U - Yorke 定义下的混沌，实际上是一个与普通的吸引 
子（集）不同的奇异吸引子. 

前面提到，同宿轨道其两端均趋于同一奇点，此奇点称为同宿点，而同宿 
轨道实际上是由同宿点的稳定和不稳定流形合为一体构成.当系统受到扰动 
时，同宿轨道会破裂，原来合为一体的稳定和不稳定流形变为相交或相切.稳 
定和不稳定流形横截相交时其相交点或 Poincar 纟映射点如 Smale 马蹄，对异 
宿点也有类似结果.斯梅尔证明，对映射（微分同胚）是否具有 Smale 马蹄可 
以通过判别是否存在横截同宿（异宿）点确定，这是 Mel ' nikov 方法的根据. 

现在介绍 Mel ' nikov 方法.考虑 

x = f(x) + £g(x,t) f (6.65) 

其中 Jr = ( x l ,x 2 )yg(x y t + T) = g(x ， t) ， f,g 充分光滑 ， e 为小 
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参数.假设 

(1) i = /( x ) 为一哈密顿方程，并有一个由双曲鞍点仏产生 
的同宿轨道 q°(t); 

(2) 在广=丨 Pt ) IUU °( OU € R ! 内充满周期轨道族 q a (t). 
定义 Mel nikov 函数为 

广 00 

M(t 0 )= /(g 0 (， 一 ，。）） A 客 - / 。） ， /)d ， ， (6.66) 

这里 fl △6 =七~-七6 1 为向量积的模.我们有 

定理 17( Mel'nikov 定理） 若 Mefnikov 函数 M ( /。 ） 以 t 0 为 
简单零点， g 卩^/(~) = 0，从 / (~)#0，则当€充分小时，方程 
(6.65) 有横截同宿点，从而方程的解具混沌性态. 

定理17是针对同宿轨的，如图 （6.41) .对异宿轨也有相应的 
Mel ' nikov 函数和 Mel ' nikov 定理，当异宿轨的 Mel ' nikov 函数 
M (~) 是~的简单零点时亦有类似的结果，如图 （6.42). 




图 （6.41) 同宿轨与横截同宿点 



图 （6.42) 异宿轨与横截异宿点 
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例 4 非线性振荡系统 

x + 工 一 j： 2 = ecos cat t 

它可化为方程组 

± = yjy——x + x + ecos cot . 

e = 0 时是一哈密顿方程 H = 3: c 2 +3/ - 2j: 3 ,H = 1 对应同宿轨 
道 r 0 



通过计算，可得 




3 ir 

T 


(4 a ; 2 — l ) csch 7 rco # sin cot 


o 


因此只要 Mel ' nikov 函数是的简单零点.系统的解 
具混沌性态. 


6.6.3 孤立子 

绝大部分的常微分方程是不可解、不可积的，因此必须通过稳 
定性、定性理论方法研究常微分方程的解的性质•长期以来，可积 
性的研究处于低潮，但20世纪60年代以来，在自然界中发现一类 
有重要应用的孤立波或孤立子现象，而孤立子恰好对应于完全可 
积的哈密顿方程. 

孤立子是由偏微分方程描述的一种有特殊性质的有孤立波形 
状的解，其能量不会耗散或分散.当两个或多个能量不同的孤立波 
在前进时，能量高的波会逐渐赶上并越过能量低的波而保持各自 
的波形.如图 （ 6 .43) 所示. 

考虑著名的 KdV 孤立子方程 

M , - 6 uu x + = 0 ， (6.67) 

， w T 表示 w = 分别对？， JC 的偏导数.设 1 /存在形如 1 ^ = 

< p (^)^ = x - at 的行波解（见 §7.1 例1)，且 ± oo 时，炉（芒）— 
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0 .将 W 幻代入 KdV 方程可化得常微分方程 



图 （6.43) 两孤立子图 



c 2 亦为积分常数.利用条件± 时，少-推得 q = c 2 = 

0, 上式变为 f 2 = /(fl -2p). 最后可得到用双曲函数表示的精 
确解 


u ~ (p{x - at) = +sech 2 ( \pTa ( j: - a/ - ) j , 


( 6 . 68 ) 


其中^为积分常数，表示波峰的位置，波峰高 

四位物理学家 GGKM (名字首字母）首先提出了解 KdV 方程 
初值问题的反散射方法，亦叫 GGKM 方法.其思想是将 KdV 方程 
的解 m (x ， r ) 作为物理学上著名的 Schr5dinger 方程 
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0xx ~ ( w(x,r ) - X)fp = 0 

的位势，把？作为参数.而 Schrodinger 方程是一类常微分特征值 

方程（见附录 I §4)，和矩阵特征值和特征向量的性质类似，对给 

定的位势 w 有相对应的被称为散射数据的一组数据虼， U w ), 

尺 U )，： TU ) 及在土 00 处有界的波函数，其中 k mt k 分别为对应的 

离散和连续特征值 . GGKM 的主要贡献是发现了位势 t /(: c ，0) 和 

M (: r ,0 之间对应的散射数据有简单的关系 

) =0, 石（ £ 〉 =0 ， C n {k n — 4k 3 n C n (k„ jt) , 

, (6.69) 

R(k t t) = 8ik 3 R(k,t), T(k t t)=0. 

解相应的常微分方程，可得 


k n (t) = k n (0), C n (k n ,t)^C n (k n ,0)e<\ f 、 

3 (6.70) 

R(k,t)-= R(k,0)^ ,k \ T(k ， t)=T(k ， Q、. 

解 KdV 方程 （6.67) 初值问题 w ( jt ,0) = Wq U ) 的反散射方 

法就是先求出对应位势为 w 。 （: c ) 的 Schrddinger 方程的散射数据 


虼，6^(钇），尺（6)，了（幻及在±00处有界的波函数，然后利用 
式 （ 6 . 70 ) 得到位势为 1 / ( x ，/ ) 的 Schrodinger 方程的散射数据及 
在 ± oo 处有界的波函数，再反过来用散射数据求得位势 
W Crd ), 即 KdV 方程的解.这种求解非线性微分方程初值问题 
的反散射方法和解线性微分方程初值问题的 Fourier 变换方法 


非常相似，又称反散射方法为非线性 Fourier 变换方法.如图 
(6.44) 所示. 


研究表明 Schrddinger 方程的每一个离散特征值对应 KdV 方 
程的一个孤立子解，反之亦然， KdV 方程的初值函数为 t 4 0 U ) = 
- 2 sech 2 jc 时可用反散射方法求得与式 （6.68) 相同的单孤立子 
解；而用初值函数为 u 0 (: r ) = - 6 sech 2 x 则可用反散射方法求得 
双孤立子解 
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u(x 9 0)=u 0 - u(x y t) 

a 

散射 ^ t -^^ u xxx =0 反散射 

f 

卜 0 时的散射量- - -时的散射量 

^=-^^(^,0), 常微分方程 X ^- k ^ C ^ t ), 

R ( kfi ) (6.69) 初值问题 R ( kj ) 

图（6.44> 反散射方法 


3 + 4cosh(8r 一 2jc ) + cosh(64r - 4x) 
(cosh(36r - 3x) + 3cosh ( 28r 一 jc )) 1 2 ， 


(6.71) 

双孤立子解图如图 （6.43). 

反散射方法可以推广应用到其他非线性微分方程，且进一步 
研究表明可用反散射方法求解的有重要应用的很多非线性微分方 
程都可对应完全可积的哈密顿方程，从而使经历百年沉寂的可积 
性的研究又掀起了热潮 [31] . 



1. 试证明泊松括号满足反对称、双线性和雅可比行列式. 

2. 将下列方程化为哈密顿方程（令1 =: y )， 并画出其 相图： 

(1) JP + JC - X 2 =0; 

(2) 十 x _ jt 3 4 = 0; 

(3) — x + jc 3 = 0. 

3. 计算例4中的 Mel nikov 函数 M ( /。 ）. 

4. 讨论非线性电容的振荡电路系统 X + ekt + x — jc 2 = e / ji cos cot , 

(1) 求系统当 e = 0 时的哈密顿函数； 

(2) 求 f /( u ) = i 时的同宿轨 r 。 的参数表示式； 


參 
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(3) 计算同宿轨厂。的 Mel ' nikov 函数 M ( t 0 ); 

(4) 求满足从（~)有简单零点的系统混沌的条件. 

5. 推导用双曲函数表示 = 9 2 (a 〜2< p ) 的精确解 (6.68). 

6. 在空间 （ u ， M ) 中画出 KdV 方程的单、双孤立子解（6.68)，（6.71) 
图. 

本 豳穿刃 SS 

本章主要讨论非线性微分方程，包括稳定性、定性基本理论和 
分支、混沌问题及哈密顿方程. 

与线性微分方程有本质的不同，非线性微分方程绝大多数是 
不可解、不可积的，这就提出能否仅从方程的结构判断其解的性态 
的问题.解的性态中最基本的是稳定性态.在 §6.1 中首先给出稳 
定性的概念并讨论按线性近似决定微分方程零解的稳定性态及其 
判别方法•然后在 §6.2 中介绍直接判断稳定性的李雅普诺夫 V 
函数方法，包括 V 函数的定号性概念和用 V 函数判断稳定性的 
基本定理及线性微分方程组的 V 函数的构造. §6.3 中从最简单 
的常系数平面线性微分方程组着手，研究轨线在相平面上的性态， 
得到各种奇点类型.在 §6.4 中则进一步讨论平面非线性微分方 
程组解的全局图貌，给出相平面上极限环的存在性判断方法和相 
平面轨线图貌画法•在 §6.5 中讨论了单参数一维和二维微分方 
程的分支，并详细分析了 Lorenz 方程在相空间中的轨线性态从而 
引出奇异吸引子和混沌现象.最后在 §6.6 中介绍了哈密顿方程 
的可积性、近可积与混沌问题及 KdV 方程的孤立子解.§6.5、 

§6.6 中虽然概念较多，但多用图形、例子说明，不涉及复杂的推 

导. 

这一章的内容较多，提出了不少新的概念和方法.学习时，要 
抓住一条线索，就是为了判断微分方程解的性态，如何从线性、近 

似线性逐步深入到非线性.对稳定性，由线性系统稳定性的判别开 
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始，最后对非线性微分方程提出一般的 V 函数方法.对定性，从分 
析平面线性奇点类型出发，并由零解邻域的局部性态过渡到全局 
的图貌，包括相平面上的极限环及生态模型的全局性态.对分支问 
题，也是由简单到复杂，最后才引出混沌现象. 

本章介绍的属于常微分方程理论中的主要的仍在发展中的几 
个方面 ：稳定 性理论、定性理论、分支与混沌问题及哈密顿方程.线 
性常微分方程或方程组由于满足叠加原理，存在基本解组，其理论 
已较完善.但对非线性微分方程，还处于研究发展阶段.特别是近 
30年来发现了由分支而致混沌的复杂的新的类型的解，导致出现 
寻找自然及社会科学中的混沌现象的热潮，并产生新的科学方法 
论，冲击了几百年来牛顿的确定论. 

非线性微分方程的这种新发展，是与计算机信息时代的出现 
密切相关的•正是由于计算机的发展，导致了由对初值敏感的混沌 
现象的发现，并可通过计算机进行数学实验和数学研究.本章中很 
多内容可以用计算机语言进行讨论，我们在附录 n 中列出了有关 
程序，有条件的读者最好能结合这些程序进行学习. 
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第 t 备 


一阶线性偏微分方程 


由于一阶线性偏微分方程可以用常微分方程方法求解，因此 
在本书最后一章讨论一阶线性偏微分方程.先介绍线性及拟线性 
偏微分方程的基本概念，建立常微分方程首次积分和一阶线性偏 
微分方程的关系，并通过首次积分求解常微分方 程组； 然后再讨论 
一阶线性和拟线性偏微分方程的求解及其初始值问题（柯西 
问题）. 


.1 基本槪念 


一 阶偏微分方程是由自变量： ， : r 2 ，…， ( n ^ 2 ) ，未知函数 


U 及其一阶偏导数#，#，…，组成的关系式 

^ JC | ^ JC 2 ^ ^ n 

T^l 3 U du ) 

当不致混淆时，有时将偏微分符号如记为 u ,， 心， ^ . 

Ot OX O Xi I 


d 


(7 A ) 


相应地， 


n 


2 足（工 1 ， J ：2 ，…，工” 


d 


U 


^ x { 


X(x, ，了2，…， ） ， 


n 


2 X , (JTi ，： C 2 


x _ n 

1”）^7 = 0 


(7.2) 
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分别被称为一阶线性偏微分方程及一阶齐次线性偏微分 方程； 而 


2 ((A ，工 2 

• _ t 


yX n \z) 


3 Z 

dx . 


mm 


工 1 9 > 


x n \ z ) (7.3) 


则被称为一阶拟线性偏微分方程，其中函数是相应 


变元的已知函数. 


函数 m = < p ( jOi ，: r 2 ，…， a ) 称为偏微分方程 （7.1) 的解，如果 
它在 U ,，* r 2 ，…， x „) 空间的某个域 D 内连续和存在一阶偏导数, 
当把它们代人 F 的相应变元时，能使得方程 （7.1) 对于这些自变 


量成为恒等式.如果解是方程的一切解的一般表示式，则称此解为 


通解.解史（；，1 2 ，…，可以想像为在空间（4,工 2 ，…，七， 
中的一张《维曲面，通常称为偏微分方程 (7.1) 的积分 曲面. 

例1考虑最简单的一阶齐次线性偏微分方程 


^ + c ^ = 0 即 0 (c = const >0 ) , (7.4) 

如令 M =/($)，其中 $=： y - cr ，/ 为任意可微函数，则 u x = 
1/',^ = /,代人方程（7.4)变恒等式，因此《= /( f ) 为方程 
(7.4) 的解.其解描述了以速度 c 向右传播而不改变形状的波，称 
为行波，称解为行波解. 

例2考虑拟线性方程 


u x g y {x y y , u ) - u y g x 

其中 g 为已知函数. 

设 w = m ( u ) 为方程的任 一 解，记 v(x ^ y ) = g(x t y , u(x f 
: y )), 则由于 


^(u 9 v) 

, y ) 

= u x (g y ^- g u - u y ) - u y {g x + g u * u x ) 
= u x g y - u y g x = 0 , 


U y 

= u x v y - U y V x 


343 



推知 M 与^之间存在着函数关系，即 


中 （ w ， g(«r ，： y ， I/)) =0或 u = <p(g(x t y,u )). 

注意到 m 的任意性，可知上述关系式所确定的隐函数就是方程的 
通解，这里少和^分别为其变元的任意可微函数. 

特别地，取则拟线性方程变为它的 
解由关系式 m ~ <p(uy- j:) 所 确定. 

上述求解过程是针对具体方程给出的，我们将看到 ，一 般的齐 
次线性方程 (7.2) 的求解过程与写成对称形式的常微分方程组 


dx , 

X" 


dx 2 

x7 



(7.5) 


发生密切的关系.我们称方程 （7.5) 为齐次线性偏微分方程 (7.2) 
的特征方程.拟线性偏微分方程 （7.3) 的求解问题则可化为 （7.2) 
的方程类型来处理.下面逐一介绍这些问题. 


§7.2 一 阶线性偏微分方程与 
常微分方程组的关系 


一阶线性偏微分方程和常微分方程组的首次积分密切相关. 
考虑初值问题 


= y°i j 



( 7 . 6 ) 


其中/,在域 g 内满足存在唯一性定理的条件（见第六章），根据这 
—定理，上述初值问题在包含点 （ jc Q ; ： y ?, …， /„) 的某个域内有唯 
一 的 一 组解 


:V, = (pi{x\XQ,y° x ^- ,y° n ) , f = 1 , 2 ,…， n • 

% 

利用解的唯一性，不难由此推出关系式 
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y°i = 史，(工 o ; Di ，…，％)， 


= 1 ， 2 , • 


( 7 . 7 ) 


容易看出 ，（7.7) 的每一个关系式的右端函数 &都有 这样的 特性: 
设: y, ( jc )( / = 1，2,…， w ) 为方程组（7.6)的经过点（工 0 ;：v? ，…， Z ) 
附近的任一解，当把它们代人&时，所得的将是一个常数，且此常 
数值随不同解而异，这种函数&就称为方程组 （7.6) 的首次积分, 
或更确切地定义 如下： 

在域 G 内连续可微且不恒等于常数的函数 0(:r ，^，…，又）, 
如果其中的变元 yi (i = 1,2,…，《)用方程组 （7.5) 的任一解 
乂（^)(纟=1,2，一，〃）代替时，它就取常数值（对不同的解，常数值 
也不同），则关系式0($,乂，〜，3^) = ^称为方程组（7.5)的首次 
积分（有时也称0(：*：，3/ 1 ，"*，％)为旨次积分），这里（为可允许范 
围内的任意常数. 

方程组 （7.6) 的《 个昏次积分 ipj{x ? y x ) = Cj(j = 1,2, 

…， n) 称为彼此独立的，如果雅可比行列式 

di P \ ^02 d ^Pn 

_ _ • • • 

d y \ 3 y \ d y \ 


di P \ d ^2 d ^n 

- ^ 

d y n d y n d y n 

在 G 内恒不为 0 .对于对称形方程组 （7.5) 的 w - 1 个首次积分 

9) ( J ^ ，工2…，工” ）(•；• = 1，2 ,…， W - 1)，则用矩阵 

d< P\ d <P2 … d <Pr,~\ 

dx x 

• • # 

• • 參 

• • 着 

d< Pl d( p2 d 9”-l 

- 3 ^n d ^n J 


^(01 ， 02 •••，〜) 
d ( < y \ ，《 V 2 ，…， x ) 


的秩为 W - 1 来定义它们的彼此独立性. 
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下面讨论常微分方程组与一阶线性偏微分方程之间的关系. 
先看 W = 1 的情形，即考虑方程 

— /( x , ^ * (7.8) 

设它的通解为 :V = 〆 •!：， C ) ,从中解出 C 即得 

<p(x f y) - c. 

显然，这是方程 (7. 8 ) 的首次积分，今以方程的任一解 3K1 ) 代人, 
然后对 I 微分这一等式就得 

d<p dif；dy — 

G + 石石一 0 ， 


或 

心珍 (〜= 0, 

即 W = ^(: r ， 30 为一阶齐次线性偏微分方程 

㈣ + / U ，命0 (7.9) 


的解. 

反之，设1/ = 〃（工，30为方程（7.9)的解，以方程（7.8)的任一 
解 3^(1) 代入后，再对 I 微分，我们将得到 

h = h + 办 = 心 £ + 厂 (JC v )k = 0 

d ^- d x Sydx d x JKx ' y) dy U, 

或 

u{x y y { x )) = const . 

这表明《(^,30 =〔是方程(7.8)的首次积分. 

综合上述可得 = « (: r ， y ) 为 （7.9) 的解的充要条件是 
M (: c ,： y ) = c 为方程 (7.8) 的首次积分， 

这一结论对于 n >\ 的一般情况也成立.事实上，我们有下面 
定理. 

定理1 …， ％) = c 是方程组 （7.6) 的首次积分的充 
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要条件是在域 G 内成立着等式 


d ip 

dx 


/i 


S (Jj 

d y \ 


+ 


+ fn 


d (p 

d y n 


0- 


(7.10) 


证明 由存在定理知，对于任一点 / JGG ， 方程 
组 （7.6) 存在唯一解: y , =灼 （ or ), 满足条件/ = ^( x 0 )(z = 1,2, 

若0 ( x , %，…，％ ) = c 为首次积分，则 中 （ x ，屮' (工、，…， 
< p n ( x )) = const ，从而 

d 

, < pi ( x ) f < p „( x )) =0. 


特别地，当 

d 


x — x 


0 时，有 


dx 


0(i o ，： y?r“ ，： y o J 


+ 忘 .厂(工。;/ ，•••，/”) 5^0(:。，，?，•••，/”) 




0 


再由 U 。，/， …， G 的任意性，推知等式 （7.10) 在 G 内成 


反之，若等式 （7.10) 在 G 内成立，自然于方程组 （7.6) 的解 
有意义之处也成立，因此 

d 


石 0( 工，妒 i ( I )，…，炉„ T )) 




/, 


h ••上 r d + 


? y \ 


+ fn 


d y n 


>• = t ( :)， 

1 = 1,2,-, H 


0 


或 


ip{x ,( p x ( x ) y -^ y ( p ( x )) = const , 

即 ip{x , y x ，■- - t y n ) = c 是方程组 （7.6) 的首次积分. 
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§7.3 利用首次积分求解常微分方程组 


考虑方程组 

^ = /, (了 ；： yi ，…，兄 ） ，£ = 1，2,…，《， (7.11) 

假设/；于闭域③上连续可微，从而解的存在唯一性定理成立，我 
们有 

定理2如果 

A (工，: yi ，…，: y ”） = q，j = 1,2 ,…， w (7.12) 

是方程组（7.11)的 w 个彼此独立的首次积分，则方程组 （7.11) 的 
任一解均可由 （7.12) 通过选取适当的一组常数值而确定. 

证明依定义參0,从而由 （7 . 12) 可以确定 

d \yi ，: y2，“ •，: y„) 

出函数 

y t = a (工；，…， ), / = 1,2,…，”， (7.13) 


且存在、连续. 

首先，我们证明 （7.13) 是方程组 (7.11) 的解.事实上，显然 

A ( j ：，9 i (I ，…， c ”） ， … ，沪” （ j ： c ”）） = q ， 

J = 1，2, …， w ， 

因而 

^ n 3 1 

(工，，…， 9n 、+ X J ^( x ， 9l ，…，•去： Q ， 

) = 1，2,…，”. (7.14) 

另一方面，由于 A = c ,() = l ,2,…， n ) 是 （7.11) 的首次积分， 
根据定理1,在公上有 
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“ + + … + / ” 4 =0 ， 户 u ，."， 72 ， 

特别地对 = f ,( x ; c , ，― yC n )(i = 1，2 ,…, n ) 成立，即 

…， W 心， ，…， 咖〜 …，…， 


7 = 1,2 ,…， w • 


(7.15) 


于是由 （7.14) 减去 （7.15) 得到 


[ 势 - …， %) 卜。， 


注意到判 ，由上式推知 


1,2 ,…， n 


d 朽 

■g^ = /〆 工；史 1，•••，％)， j = 1 ， 2 ,…，《 


这表明 

: y , = 灼（1 ，…， c ”） ， j = l ，2 ,…， w (7.13) 

% 

为方程组 (7.11) 的解，其中 c , , r 2 ，… ，(:„为任意常数. 

现设方程 （7.11) 的任一解 

yi = (j ：； x 0 t y { ， … ,y n ) , z. = 1,2,… ， w ， 

iB c t - ipi ( x 09 y lt — , y „ ) ( I = 1 ， 2 ，…， n >, 则由上述知 戈 = 
9 i (工 ，…， L = 1，2，"、77) 为方程组 （7.11) 的解. 注意到旁， 
( x 0 ; x 0 , y l ，…，夕”）=乂 =史•(工。，•••，^ «)(!• = 1，2，•"，”）， 由解 
的唯一性，推知 

朽 (* r ，匕，…，匕）=氣（：|：;1。，％，…，夕” ） ，/ = 1,2 ,…， w , 

从而 x = ^ (jo; x 0 9 yi r - , y„){i = 1,2, — ， n ) 由 （7.12) 所确定, 
只需取 c ,= 匕 = * pi ( x 0 , y l ，•-- , y n )(i = 1，2 ，…， w ). 证毕. 

方程组（7.11)的 w 个彼此独立的首次积分的全体 （7.12) 称 
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为 （7.11) 的 通积分 .显然，求解方程组 （7.11) 的问题就归结为寻求 
它的《个彼此独立的首次积分. 

如何求首次积分呢？没有一定的方法，但如果能得到常微分 
方程的含任意常数的通解或= 0,则当 

籲 

〜 ( <，（） 尹0或 以 ( %，广，（） 尹0时，可解出 c = 0 ( jc , y )^( x jy ) 

即为首次积分.还可以通过构造全微分 d 少（: r , W =0 得到首次积 
分对方程组 (7.11) 因需要求得 w 个彼此独立的首次积 
分，更好的办法是将其写成对称形式 

dx = ^y 1 ^dy 1 = _ = dy !Lf 

Si) S\ Si Sn 

其中义=发0/,(«； = 1，2,〜，《).如能求得 w + 1 个不同时为零的函 
数尸。 ， Pi ，… ，〜 使得 

1° ^ogo 十 Pi 尺1 + hng n =0； 


2° fi^dx + + …十 fi n dy n = d ( p，<p 是某个函数， 

则 p = c 就是方程的一个首次积分. 

例1求解方程组 

[ _ 2xy 


dx X 2 ~ y 2 ~ 
dz 2 xz 



解将方程写成对称的形式 


dx _ dz 

x ~ y ^ z 2 jrjy 2 xz 


(7.16) 


由后一等式得到方程组的一个首次积分 2= c ,. 

z 

为了得到另一个萏次积分，我们用： T 乘 （7.16) 的第一个分式 
的分子和分母，用 y 乘第二个分式的分子和分母，用 z 乘第三个 
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分式的分子和分母，然后将分式的分子、分母对应相加，根据比例 
的性质就得到 

jrdjc 十 ydy + zdz _ dy 


由此得到方程组的又一个首次积分 

X 2 + J； 2 + Z 


y 


C 


2 


易证上述两个首次积分是彼此独立的，因此方程组的通积分 
可表为 


Z 


C 


X 2 y 2 z 1 

y 


c 2 


例 2求方程组 


dx _ djy _ dz 
xz yz xy 


的通积分. 

解这里 = Joz 9 g x = = 工: y ， 取户0 = ： y,#i = jo y fx 2 = 

-2 z , 就有 Mo 8 o + Ml ^1 + 户2茗 2 = 0, 而 Podo : 十 d：y + / u 2 dz = 
d ( x：y - z 2 ) ， 于是 xy - z 1 - q 为方程的首次 积分. 


又从方程组的第一个等式，得三 = c 2 ，它也是方程组的首次积 

•V 

分，并且易知它与前一首次积分是彼此独立的.因此我们得到方程 
组的通积分 

joy ~ z 2 = c t f 
I x 


例 3求解方程组 

Adx Bdy — Cdz 

(B - C)yz (C - A) zx (A - B)xy J 
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其中为常数. 

解 取〜 =^4^，/^ = ^^^，仏 = 0，而得第一个首次积 
分 

A 2 _ B 2 _ 

B^C 00 ~C zr A y _ c " 

类似地取；/。 =0 ,^j = c - A yi/JLl = yz ^ z ，就得另一个首次积分 

B 2 C 2 _ 

C^A y ~A^B Z 一 … 

并且它跟前一昏次积分是彼此独立的，于是它们构成方程组的通 
积分. 

§7.4 一阶线性偏微分方程的解法 


这一节将讨论一阶齐次线性和拟线性偏微分方程的通解的结 
构. 

首先考虑一阶齐次线性偏微分方程 

n ^ 

2 ^(工丨 ， jt 2 ，…，工 n )^ — = 0, (7.2) 

i=l 丄翁 • 


假设 X , ( x ! ，: r 2 ,…， a )( ?• = 1,2 ,…， rz ) 于某域 D 内是所有变元 
的连续可微函数，并且处处不同时为零. 

由上面讨论知道，方程 （7.2) 的解必为常微分方程组 



(7.5) 


的首次积分，反之亦然.下面讨论方程 (7.2) 的通解的结构，我们有 
定理3设也 （ X |，《 r 2 ，…， j ：”） = = 1,2, - 1) 是方程 

(7.5) 的 w - 1个彼此独立的首次积分，则方程 （7.2) 的通解可表 
• 352 - 



为 

M = ^( 01,0 2 , •** , tp„-i ) , (7. 17) 

其中少是其变元的任意连续可微函数. 

证明首先证明 巾（仏，牝，…， 4 u _ i ) = c ( c 为任意常数）是 
(7.5) 的首次积分，从而 (7.17) 为方程 (7.2) 的解. 

事实上，依假设乂（/ = 1，2，〜，《)在/)内处处不同时为零， 
不妨设又关0,于是方程（7.5)的解可表为七= < p J ( x n )(j = U 2 y 
…， w _ 1 ) (即视 jc „ 为自变量），又 ^ - CfO = 1,2, — , w - 1 ) 是方 
程 （7.5) 的首次积分，因此有 

ip ,(< p '( x „)，( p 2 ( x „) ，…， ， X „、= Ci ， 2’ = 1，2 , …， w — 1， 
C,(i = 1，2,•••，/! _1) 为相应确定的常数，从而 

屯 ，: c 2 , …， X ”），…，…”‘，（工】，: c 2 , …， X ”）） = = const , 

> =1 …， if - 1 


这表明中•，也 = c 为方程 (7.5) 的首次积分 • 

其次证明 （7.17) 是方程 （7.2) 的通解，这只须证明对于方程 
(7.2) 的任一解“二妒卜”心广^心沁必定存在关系 d ， 使得 
丟 （ A ，化，"•，么 -,) 成立.事实上，我们有 


左 W ”） = 0, 


& X , (a ，，…， 〜 ） 他 」，匕 = 0 ， 


(7.18) 


1 ， 2,…， w - 1 • 


依假设夂 （i = l ，2，”*, w ) 在 D 内处处不同时为零，由线性代数方 
程组的基本理论推知，对于 （7.18) 必有 


• 353 





^KJC\ ，尤 2 ， ••• 


3i Pn-i … a <Pn-\ 
^ X x dx 2 dx n 


. 这就是说 ? ，仏 ，…， 是函数相关的，即它们之间存在着函数关 
系，而已知…，么-,彼此独立，因此9可由0,,仏，…，么- i 
表示，即 cp = ， ip 2 …， • 

这一事实也可直接证明如下 •.为 书写方便，取注意到 



我们可以从关系式 Mi = ipiixy , X 2 , x 3 ) , U 2 = A (Ii , 文2， ) 中 
解出 

JTj 一 如 i (*3^3， Mi f U2 ) f 工 2 一如 2( 工3，以 1 ，以2)， 



# 
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du 2 


3屮1 302 

dx x d X 2 


d< p dx 
dx, 1 

^d^ dx2 

^ d ? A r 
dx, 3 

d (p 

3x { 

d (p 

dx 2 

a 0i , 

a ， 

+ ， d:r 2 

dx 2 

. 3 屮 \ A 

d 4>\ 

dx x 

d ^\ 

dx 2 

dib 2 

O X\ 

+ ^-dx 2 

^ JC 2 

+ dx^ 

di h 

3xi 

d <Pl 

3x 2 



或者展开为 


3 <Pi 

df Pi 


d (p 

d cp 


d< P 

d (p 

3 x x 

dx 2 


Sx x 

3x 2 



^x 2 



du — 



du , + 

s *pi 



d <p2 

9 ^2 

di Pl 


d x x 

3 工 2 


Sxi 

3 X 2 


Sx x 

3jo 2 


又因判，上式可写为 


du = M l du l + M 2 dw 2 • 
另一方面，我们有 


du=^du 

(f U , 


cf u 、 


2 


d 屯 

dXri 


dx 


由 （7.20) 减去 (7.19) 


U - - M , ) d Ml + (|£ - M 2 \ du 2 + §^- dx 3 = 0, 


即 






Sx 


3 


= 0 , 


(7.19) 


(7-20) 


參 
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由于 cLa , dx 2 ，(^:^彼此无关，故在上式中它们的系数必须同时为 
零，即 



由前两式推出 g = M 


d 系 


9 d 


ivr ，， 再由最后一式推知 


90 
d Xx 




0,于 


是 W = d (“，， “2) ，即 < p = i >( ip l , 02 ) •证毕. 


正是因为称偏微分方程的解为积分曲面，积分曲面由特征曲 
线组成.而首次积分代表特征曲线，要通过对应的常微分方程求首 
次积分.因此将对称形常微分方程 （7.5) 称为齐次线性方程 （7.2) 
的特征方程. 

例1求方程0：^ +如，= 0的通解，其中 a ， p 为常数. 

解特征方程为& = #，易见为其首次积分，因 

a p 

此所求通解为 M = 其中少（？）为？的任意连续可微 

函数.这正与§7.丨例1的结果一样. * 

例2求_ jcz ， = 0的通解. 


解特征方程为 -^, ifnx 2 + y = c 为其首次积分，于 

y jc 

是所求通解为 z = o >(/ + /), 其中 CO 为任意连续可微函数. 

例3求解方程 

B — C Su . C — A 3u . A — B A 

^ ~^ xy d^ = 0 ' 




356 





解特征方程为 

Adx _ Bdy _ Cdz 
(B - C)yz ( C - A)zx ( A _ B)xy ， 

由 §7.3 例 3 知 

A 2 B 2 _ JB 2 C 2 _ 
x = Cl * C zr A y ~ ° 2 

是它的两个彼此独立的首次积分，因此所求方程的通解为 

2 B 2 B 2 C 2 \ 

~ C ^ A y 9 C ^ A y ~ A ^ B Z 

其中少为任意连续可微函数. 

例 4 求：+ : r 2 ^~ + …+ = 0 的通解. 

^ JT j O JC 2 d 工於 

解特征方程为 

dx l dx 2 d:r w 

_=__ ：=：••• = __ 

^ 1 工 1 

容易求得它的 w - 1个彼此独立的首次积分 

尤1 _ 工2 一 一 

- C 1 ， - C 2 ，…,- C »-l , 

A 

于是原方程的通解可表为 

\ JO n JO n JC n / 

其中少 （ ， M 2 ，…， 心 -i ) 为, M 2 ,…，的任意连续可微 
函数. 

现在转人讨论一阶拟线性偏微分方程 

2 (工1，…，工”; 2：)^~ = Z ( JC 丨, …，工” ; 2：) (7.3) 

i = 1 

的求解问题，假定 y , ( JT : ，…， •!：《 ; J 2 T ) ( / = 1 ,2,…，《 ) 及 Z ( JT ! , *** , 
A ; Z ) 于某区域内是所有变元的连续可微函数，并且在所讨论区 

域内处处有 t W 关0.为书写方便，我们以 n =2 的情形 ， BP 

1 = 1 
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2 V, ( J：! ,X 2 = Z(xi f X 2 ； z) 

» = 1 X i 


(7.21) 


为例进行讨论. 

设 (7.21) 的解表为隐函数形式 

u(x x , x 2 ; z) = 0, 

我们来分析一下，函数 W 必须满足什么关系. 

设于是可从 (7.22) 解出2 = ，: r 2 ) ，从而 

u(x x ,x 2 ;f(x x ,x 2 )) = 0. 

分别对 A 和: r 2 微分上恒等式，得到 


(7.22) 


du 」 udf 馭 + $兴= 0 , 


^ X x ^zd x x 


^X 2 ^ z dx 2 


因而 


d 


u 


a/ _ _ % 




d 


u 


i = l ,2 


dz 


将2 = /(工 1 ,1 2 )及上述关系式代人方程（7.21),并注意到 


2 


- 2 y . “1，工2 ; 


du 
d X 

zj ^ = Z(x 


d 


u 


x 2 ;z 


dz 


或 


Y l (x l y x 2 + h(:i ,X 2 ;z)^- + Z{x x 9 x 2 ;^)^ = 0. 


即函数 u 满足一阶齐次线性偏微分方程 

7 

du 


2 V . Cx ! , x 2 ; z )^-+ Z ( xi ， x 2 ；2：)|^ = 0, (7.23) 

且当以 （7.22) 所确定的 2 = /(;, x 2 ) 代入时 ，（7.23) 式成立. 
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反之，若 w ( 


幻是 （7.23) 的解，且_关0,则易见 


(7.22) 就是方程 (7.21) 的隐式解. 

设 0,(1 1 ,1 2;2 ：)=^,(£ = 1,2)是(7.23)的特征方程 

dx x _ dx 2 _ dz 

的两个彼此独立的首次积分，则由定理 3, 方程 （7.23) 的通解可表 
为少 （4,02), 其中是1^，以 2 的任意连续可微 

函数. 

现证当 II 关0时，少 （ A 彳 2 ) = 0 就是方程 （7.21) 的通解，即 

若 z = g (:^ ，工 2 )是（7.21)的某一解，则它必包含在 < P ( ip 19 ^ 2 ) = 0 
之中，也即当选取为某一函数时，以 z = ^(4, i 2 ) 代人 
少（仏，0 2 )=0就得到关于：^,工 2 的等式. 

事实上，由定理1我们有 

，工2 ;《（工1，工 2)) 


2 ,工 2 ;容（工1，工 2)) 


Z { x x , X 2 ； g ( 


)) 




X 


g ( j^i f ^ 2 )) 


d 


0, 


1.2 


同时，又有 


2 


〉 金 y,(x, ,x 2 ； g(x t ,x 2 )) 


d g ( 


dx ； 


z ( x t f x 2 ; g ( x x , x 2 )). 


由上述等式就得到 

2 

2 Y ，(工 1 ，工 2 ;畧( 




— 0 1 ) = 1，2， 


或令 (Piixx 9 x 2 ) ~ fpi ( jo l 9 x 2 i g(xi 9 x 2 )) (2 = 1，2)， 而将上式 
写为 


2 y , (了1，尤2;发（工 1，工2)) ?朽（^’1 2 〉 = q , ) = i ,2. 
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此式表明“=灼（七，: r 2 )G = }，2) 均为方程 

2 Y i (jo^x 2 \g( < x l ,x 2 ))^--0 (7.24) 

f = 1 1 

的解.但 （7.24) 是两个自变量的一阶齐次线性偏微分方程，由定理 
3知，它的任两个解之间必存在着函数关系.于是必有少使 
0(9 5 i (* r l ，* r 2)，9 ? 2(* r l ,' r 2)) = O , 因此步 （ 01，02 ) = 0是 （7.21) 的 
通解. 

易见上述讨论过程对于 n> 2 的情形也完全适用.因此，我们 
得到关于一阶拟线性偏微分方程 （7.3) 的通解结构的如下定理. 
定理 4 设，…， : c B ; z ) = c , (?• = 1,2 ,…，;I ) 是常微分方 

程组 

djr：i dx 2 dj： rt dz 

--- —•••=. - = - 

y , ^2 y ” z 

的 w 个彼此独立的首次积分，那么，若 

少 （ 01 ， 02 ，…， 0" ) = 0， 

这里少（1^,1^，…，为…， M „ 的任意连续可微函数，并 
能从 (7.26) 确定函数 Z = 2(4, A ，…，七 ）， 则 （7.26) 即为拟线性 
方程 (7.3) 的通解. 

方程 (7.25) 称为拟线件方程 (7.3) 的特征方程. 

例 5 求解线性方程 
解 特征方程为 

dx _ djy _ dz 
y - x x 2 - y 2 , 

容易求得它的两个彼此独立的首次积分 

X + ^ = c \ 和 + 之 = c 2 , 

因此，所求偏微分方程的通解为 

<P(x 2 + y 2 , jcy + 2 ： ) = 0 , 

其中少 （ Wl , W 2 ) 为 …的 任意连续可微函数. 
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(7.25) 

(7.26) 



例 6 求解拟线性方程 

解特征方程为易见就是它的一个首次 

y y) z 

积分.为了求其另一个首次积分，可将代入上述方程，然后 
积分可得 

x_ 

Z ~ 〔2卜1 • 

最后得到两个首次积分和.经检验它们还是彼此 
独立的，因此所求偏微分方程的通解可表为 


其中少( 

例7 


, M 2 ) 为 M 
试求方程 


^(y 9 ze~ > )=0, 

2 的任意连续可微函数. 


(y - bz) — {x — az )^ = bx 


ay 


的通解，这里 a ,6 为常数. 
解不难求出特征方程 


djr 


dy 


dz 


y — bz ~ (jc ^ az) bx — ay 


的两个首次积分 


0 i 

02 


+ by + z 




2 , 2 
十夕 


c 2 


并且矩阵 


d {p x d (p x ^ ipi 


^ X 

d 4 h 


a 02 


dz 

d ip 


2 


L2x 


b 


2 


-dx dy dz - 

的秩等于2,即 A = c , 与仏彼此独立，于是所求通解为 

ax + + 2 , jc 2 + jy 2 + 之 2 ) = 0, 

其中0(^，1/ 2 )为〜，《 2 的任意连续可微函数. 
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§7.5 柯西问題 


上述一阶线性（拟线性）偏微分方程的求解过程，可以用几何 
的语言给予直观的解释.考虑三维空间的一个连续向量场 
F = P(x 9 y f z ) i + Q(x , y 9 z)j R ( x , y y z ) k , 

其中 P ， Q ， R 为 x ， y，z 的连续函数，而 i ， j，k 是沿坐标轴的单位 
向量. 

空间的一条曲线，若其上每点的切向量 t = idx + jdy + kdz 
与该点的场向景 F 共线，则称该曲线为此向量场的特 征曲线 .易 
见特征曲线可由微分方程式 


来确定. 


dx _ _ dz 


(7.27) 


由特征曲线组成的曲面，确切地说，如果特征曲线与曲面有一 
交点，则曲线就整条落在曲面上，这样的曲面称为特 征曲面 .因此, 
特征曲面上任一点处其法向量 N 与向量场的向量 F 正交， g[J 


/ V # F = 0 


(7.28) 


当特征曲面为显函数形式 


z = 2：(工，30时， N 


• 

3x l 


3z 

d y 


- k 


从而关系式 （7.28) 为 


P S + Q _ = 尺. （7 . 29 ) 


当特征曲面为隐函数形式 W (: r ，： y ， 2 )= OW，N = |^ + |^ 
+ |^，这时(7.28)为 


P 


d 


U 


^ X 


Q 


d 


d y 


+ R 


3u 

Si 



(7.30) 


即是说一阶线性（拟线性)偏微分方程的解（积分曲面）是特征 
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曲面，特征曲面由特征曲线组成，而寻求特征曲线的问题归结为求 
解常微分方程组.也就是说 ，一 阶线性（拟线性）偏微分方程的求解 
问题可以归结为求解常微分方程组问题，这正与前面的分析结论 
相一致. 

所谓柯西问题，用几何的语言说，就是求一阶偏微分方程 
(7.29) 或 (7.30) 的通过某一给定曲线的积分曲面.这里必须指出， 
于某些曲线（譬如特征曲线）柯西问题是不确定的，因为对一条 
特征曲线而言，可以有无穷多个特征曲面经 过它； 而对于另外一些 
曲线，柯西问题甚至没有解存在.但是我们有下面的一般结果. 
定理5假设方程 （7.2) 中 X i { x l , x 2 , *•* , x n ) (z = 1,2, ••-, 

n ) 于域 D 内是所有变元的连续可微函数，且 A 关0,则柯西问题 


1 

1 X , (x 丨， j ： 2 ，…， x ” -0， 

(7.31) 


u \x =x° 

a» 浅 Tt 


存在唯一解，其中： T ) 是任意给定的数，/(^，々，•••，〜 
变元的已知可微函数. 

m ) 是它的 

证明设 V^ f (jTi , x 2 , ■** , X ,, ) = C , ( / = 1,2, *•* , 7 Z - 

1) 是特征 

方程 

dx 2 dx n 

X { x 2 x„ 

(7.5) 


的 w 1个彼此独立的首次积分，令 

中人工 I ，工 2 ， … ， ,x° n ) = <Pi{x x ， : r 2 ， … ， JC”」 ）， z =l ， 2, …，72 — 1. 


(7.32) 

注意到二4关0,我们可从 (7 32) 确定出 

工 i =⑴, （ 妒1，少2， …， 史1 ) ， = 1，2 ,…， n — 1， (7.33) 

同时％(纟=1，2 ,…，；I -1) 关于它的变元具有连续的一阶偏导数. 
可以断言， 
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U = f ( cO l (^ l 2,… ，也-1))=少(012，" •，必 -1) 

(7.34) 

就是柯西问题 (7.31) 的解. 

事实上，若记 = + + - + 

x [< P ] = || x [^ 1 ] + || x [^] + -. + ^ 7 x [^ l ], 

而 x [ A ] = 0 (j = 1,2, - 1)，故 X [0] = 0,即 M =少满足 
方程 （7.2); 又当心=1〖时，注意到（7.32)和（7.33)，有1/ = 
/(& ，: r 2 ，…，七^)，就是说 (7.34) 为问题 (7.31) 的解. 

现在进一步证明，问题 （7.31) 的解是唯一的.设 u = u 2 ( x ly 
工 2 ，…，)也是问题 (7.31) 的解，记 (7.34) 为 u l ( x l , x 2 ,**• , x „) , 
则必有 

u l ( x l 9 X 2 yX „) = u 2 (jti y x 2 ，•- -, x n ). 

事实上， 1/,(4 ，: r 2 ，…， xj = c, ( i = 1，2) 均为 （7.5) 的首次积 
分，于是对 （7.5) 的任一 解 X , = ; ( x„ ， Z ,…， x 0 „ ) (i = 1，2,…， 
w-l) 有 

U x {x x ,X 2 ， •- *,X rt )= (j0°i ,X°2 y--%X° n . l ,X°„ )=/(x?,X2 _!) 

- U 2 { x \ y x \ , X °„)= U 2 ( j ： 1 yX 2 ，…, JT ” )• 

由解 々（/= 1,2 ,…， w _ 1) 的任意性可知，对于变量 x 1 , x 2 ,-, 

工 FI - 1 , 了 W , 只要 /( ^ 1 y 2 y 9 n - 1 ) 有定义，就有 JC " J ：2 ， 
x n ) = u 2 ( x } , x 2 ,**• , j： n ) ，证 毕. 

关于拟线性一阶偏微分方程的柯西问题类似地有 

定理6假定方程 （7.3) 中 y , ( jc , , j : 2 , *• • , ; 2： ) ( ? = 1,2, 

…，； I ) 和…， uz ) 于某域内是所有变元的连续可微函 
数，并且 K 关0,那么，柯西问题 

2 ^, (^1 ， 1 2 ，•••,：*:” \z)^~ = Z(jc, yjc 2 • ,x„ ;z) , 

^lx = x ° = g (^ l ，工 2 ，…，: Th ) 
n n 
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存在唯一解，其中 Z 为任意给定的数， g 为关于它的变元连续可 
微的已知函数. 

例1求柯西问题 

d z d z 

彳 4-士 0 ， 

，丨 x = 0 = 7 2 

的解. 

解 积分特征方程^ = &得？ + / = c ，从而方程的通解 

- y jo 

为 

z = ( pix 2 y 2 ) , 

其中 f 为其变元的任意可微函数. 

计及所给条件得9(/) = /，因而 < p ( x 2 + /) = :c 2 +/，故 
所求解为 z = x 2 + y 2 . 

顺便指出，这里也可视所给方程为拟线性方程，而求出特征 

方程 


dx _ d.y _ dz 
~ jy x 0 

的两个彼此独立的首次积分《3： 2 +^ 2 = (：2,再由 Z = Ci 9 
工 2 + ： y 2 =〔2和 *2： = 0, z = ： y 2 消去 Jc ,y ,z 得 c, = c 2 ，因此 z = x 2 + 
/ 就是所求的解. 

例2给定方程 


(y - ■一 (：c 


d 


az 


z 


d y 


bx ~ ay 


求满足条件 :c = 0 时 2 = 3； 的解. 
解 由 §7.4 例7知道 


(6 关 一 1)， 


ax ^ by + z = c r 9 x 2 + y 2 z 2 = c 2 
是其特征方程的两个彼此独立的首次积分，由它们和条件： r=0 

时， z = y —起得到 = ，因此所求的解为 
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2 • 2 a^r + by + z 


2 


x + y + z — 2 


b 


例 3 求柯西问题 


f id u 
X 


d 


u 


u 


< 


dx dy 


y 


u 


1， 


0 


的解. 


解特征方程为# =七=¥,容易求得它的两个彼此独立 

x u \ 


的首次积分 


2 

M+ f =c - =C2 


利用上式和初值条件 y = \ 0 ^ 1 ^= 0 ，消去工， 3 ^，“得到 

c, (2 - c 2 ) = 2, 


于是 

或 


u + -i- j (2 - 2jy + w 2 )=2 


X u 


2 


ux 


2 


y 


十 


就是所求的解. 

例 4 求柯西问题 

f d z 3 z _ 2 2 

l y d^~ x J^, = x ~ y J 

‘x + jy = 0， z = 0 

的解. 

解 特征方程& = 1= 2 dz 7 有两个彼此独立的首次积 

y 一工 x - y 

分工 2 + / = q 和 2 z + («r + y ) 2 = c 2 ，计及条件 x + ：y = 0 时 z = 0 9 

即得 c 2 =0, 因此所求的解为 2 z = -(x + 3^) 2 - 

例 5 求方程 
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d Z 3 z 一 “ 
x d^- y d ^ =0 

通过圆周 z = 1, x 2 + 3/ 2 = 4 的积分 曲面. 

解 求解方程组 

dj ： _ dy _&z 
—y x 0 

得到特征曲线族 z = c x , x 2 + y 2 = c 2 , 易见所给圆周恰为特征曲 
线，因此问题是不确定的.事实上，不难看出 4 z = x 2 + y 2 ;z = 
x 2 + y l 3; jr 2 + jy 2 + 2:2 = 5等均为问题的解. 

例6 求方程 


S z 3 z 1 
————= 1 
. 3jc dy 

通过曲线：^ = ^。=^ 2 ,〜=?的积分曲面， 5 为参数. 

解 引人新参数？，并令 dx = - dy = dz = cU ， 则此方程组满 
足条件的解，就是经过原给曲线 

的特征曲线，在此就是^=^ + 5,3；= + s 3 (这里取 

^=0)，注意到积分曲面由特征曲线组成，因此上述特征曲线族的 

全体就是所求的积分曲面. 



1. 求下列方程组的通积分及满足指定条件 的解： 

(1) 37 = J: + ^'37 = J + i，+ti 

(2) 每= 7十1，裝=1+1，当 ^ = 0时， jt = -2 ，jy = 0; 

(3) ^^ = jr -2： y ，^| = jr — jy ’ 当 r = 0 时 ’:r = ： y = l ; 


(4) 


dx ^ dy _ dz 


z _ y x ^ z y ^ x 

2. 求下列方程的通解及满足给定条件 的解: 


( 1 ) yu x - xu y + ( x 2 - y 2 ) u x - 0 ; 


367 



(2) ( z 2 - 2 yz - y 2 ) u x + ( xy ^ xz ) u y + {xy - jcz)u z =0; 

(3) x 2 z x — xyz y + y 2 — 0; 

(4) (y x -2x a )z x + {2y A - jt 3 y)z y =9z(x 3 — ： y 3 ); 


(5) x ^ + y + z ^ = nuin 为自然数）; 

(6) (M + ： y+2)^^ + (M + > r+2：)|^ + (« + :r + i y〉_ = I r+ i y+2：; 


/ 7 x y ^ zBz + z - xSz _ x - y 

yz d x zx xy ， 

(8) (y+ + (z + = j- + y= 


(9) x 


3 z 一 _ 1 _ i 

d ^^ y d^ =z ^ y " Uz = 3x 



(10) 3^j- + ^ = 0,x = 0,2 = y 3 . 

3. 求与下列曲面族正交的曲面 U 为任意常 数）: 


( 1 ) z — ary ; 

(2) xyz = a ; 

(3) z 2 = aa : y . 

4. 试证方程(第二章 (2.42) 式） 

M(x f < y)dx + N(x ^ y)dy = 0 
有仅与： r 有关的积分因子的充要条件是 


仅是 J ： 的函数. 


9 M 

JIZ 

~N 


3 N 

J 7 


5. 证明以坐标原点为顶点的锥面方程可写为 


少 (f ， f ) =0 或 z= Mf)^ 

其中少为其变元的可微函数. 


本 騮穿刃 B 篇 


一阶线性偏微分方程的通解可由对应的常微分方程组的首次 
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积分构成.学习时首先要对概念与基本关系理解清楚，包括首次积 

分及其相互独立性，以及线性、拟线性、通解、对称形等概念，以及 

% 

一 阶线性偏微分方程的解等价于对应常微分方程组的首次积分. 
本章中还反复用到函数相关性及函数变量之间的转换. 

其次要熟练掌握求常微分方程组的首次积分的方法，一是化 
为一阶微分方程求通解，然后求任意常数的显式表示得首次积分， 
更常用的是直接对对称形常微分方程组通过分子、分母的组合构 
成全微分而得.这里涉及的常微分方程组的初等积分法与第二章 
一阶微分方程的初等解法相互对应，其常微分方程组不限于线性. 

此外，理解一阶齐次线性及非齐次拟线性偏微分方程的通解 
是由对应的对称形常微分方程组的 n -1及 n 个首次积分的任意 
函数构成，给出其初值条件的柯西问题即由初值条件确定其解 
函数. 

最后，对一阶线性偏微分方程的解应通过几何直观给予充分 
理解，由于定理叙述的需要把几何解释放在最后.偏微分方程的解 
可看成积分曲面，而首次积分表示为特征曲线，由特征曲线构成积 
分曲面.因此，可以用常微分方程方法解一•阶线性偏微分方程. 

本章中的方法仅是解一阶线性偏微分方程的特征曲线方法， 
其实尚有幂级数展开、降维等方法，可参看其他偏微分方程教程. 
由于物理、力学中提出大量偏微分方程问题，归结为数学物理方 
程，有必要专门学习数学物理方程的理论和求解方法.因此，尚有 
数学物理方程和数学物理方法的教程，其中的数学物理方法往往 
包含属常微分方程范围的二阶线性微分方程所定义的特殊函数. 
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瞄泵 I 


边值问题 


本课程主要研究微分方程的求解及解的性质.讨论的定解问 
题是初值问题(柯西问题），以初始值条件作为求微分方程解的补 
充 条件； 还有一类定解问题是边值问题，其补充条件由以自变量取 
某些值时未知函数及其导数的值而定，称其为边值条件，许多数学 
和物理问题都归结为微分方程边值问题.本附录将研究有重要应 
用价值的二阶线性微分方程边值问题，包括边值问题的存在唯一 
性及其 解法； 并讨论了与之有关的格林函数、本征值和本征函数. 

§ 1 值问题的存在唯一性 


对 w 阶微分方程 

y in) = /(I ，： y ， / ， … ， : y (” _1) ) ， 

如果能在不同的两点和6处，唯一地刻画72个附加条件，并且 
在区间 «b 上求解，则称此 为边值问题. 

二阶线性微分方程 

y'-H p { x)y q ( x ) y ~ f ( jc ) y (1) 

其中3^少1)为未知函数，/>(0：),^(0：)，/(：1：)均为已知连续函 
数.微分方程 （1) 的边界条件可以有多种，如 

•第一类边值条件:: y ( a ) = cr , jy (6) =/?; (2) 

第二类边值条件 :: /(fl ) = a y y ( b ) = P ； 

• 370 • 



第三类边值条件：々 d ( a ) + ^ 2 jy ， (a ) = /,，是 3< y (办）+ k 4 y / ( b ) 
= /z ； 

周期边值条件：: y ( a ) ~ y ( b ) , y '( a ) = y \ b ) (3) 

等.更一般地，可把各式合并写为 

Ui[y]=a i0 y(a) + /3 i0 y(b) + a n y{a) + Pay (b) = /,, 

^* = 1,2, (4) 

其中 %，氏，>^(* = 1，2，）=0,1)是常数. 

如果微分方程 （1) 和边值条件 （4) 都是齐次的，即 f ( x )=0, 
y,=OU = 1,2), 则边值问题称为齐 次的； 在其他任何情况下，即只 
要7 2 中有一个不为零，则边值问题称为非齐次的. 

解边值问题（1)， （2) 或者说求边值问题（1)， （2) 的解 y = 
3 Kx )， 就是寻找微分方程 （1) 的解 y = 使得它满足边值条件 

(2) .从几何上看就相当于在 Oa 平面上寻找一条曲线 ；y = 3 K ： r ), 
使它通过 （ a ，《) 和 U ，/3) 两点，并在区间 （ a ， 6) 内满足微分方程 
(1)( 见图 （ I —!))• 



图 （1 -1) 

和初值问题一样，边值问题同样有关于解的存在与唯一性的 
问题.先看如下两个简单的例子. 

例 1 考虑边值问题/ 
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y ’ + jy =：0， (5) 

: y(0) =0 ，： y(7r) = 1. (6) 

由于方程 (5) 的通解为 

y = z c l cos x + c 2 sin x , (7) 

其中是任意常数.容易看到，不论 Cl ， c 2 取怎样的数值，都不 
能使此解同时满足 （6) 中的两个边值条件.事实上，如果将条件 
: y (0) = 0代入通解（7)，可得 q = 0,而由条件 y (7 r ) = l , 得到= 

-1. 这两个结果互相矛盾，因此边值问题 (5),(6) 无解. 

例2考虑边值问题 


jy" + 夕 = 0 ， 

： y (0) =0，： y (7 r ) =0. 

容易看出，将边值条件 (8) 代入方程 (5) 的通解 (7), 只能定出 


⑸ 

( 8 ) 

q = 


0,于是边值问题 (5), (8) 有无穷多个解 


y - c 2 sin x , 

其中是任意常数. 

我们注意,对于初值问题 

W ~ , y , y ) , 

l^(^o) = .V 0 ,y(x 0 ) = .y / 0 

来说，只要函数 /( u ， y ) 及其偏导数 /； Uo ，/) 和 ，（: r + y ) 
连续，解总是存在而且唯一的.但是对同样方程的边值问题 

: y " = /( 工，： y ，： y ’）， 

y(a)- a, y(b)- 

来说，正如在例1、例 2 所看到的，即使函数 / 及其有关偏导数连 
续，还不能保证解的存在唯一，因此边值问题的存在唯一性要比初 
值问题的复杂.这里不作更多的讨论，我们只对二阶线性常微分方 
程的边值问题指出如下结论. 

定理1如果已知非齐次微分方程 

y f ^ p{x)y + q(x)y-f{x) 

m 
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的一个解 ： y Q (: r ), 以及对应的齐次微分方程 

p { x)y -*r g ( x )^ = 0 (9) 

的基本解组则边值问题 （1),(4) 可解的充分必要 


条件是 :矩阵 

* Udyi ] U l [y 2 ] [: y 0 ] - >V 

■ ^2 t 3^1 ^ ^2 [ yi 3 ^2[JVo] - 72_ 

和矩阵 

•Rbi] U x [y 2 V 

^2 [ ^2 J * 


( 10 ) 


(ID 


具有相同 的秩； 而边值问题 (9), (4) 可解的充分必要条件是矩阵 

■Kb,] U l [y 2 ] 7,1 (1 

■ t^2 t ^1 ] ^2 [ jy2 ] y2 ' 


与矩阵 （ ii ) 具有相同的秩.而且边值问题有唯一非平凡解的充分 
必要条件是这些矩阵的秩均等于 2. 

证明并不很难，请读者自行证明之. 

最后我们约定，在下面的讨论中，总是假设所考虑的边值问题 
的解是存在且唯一的. 


§2待定常数法 


求解二阶齐次线性微分方程边值问题常用的方法是待定常数 
法.如果对边值问题中所考虑的微分方程的通解可以求出，则利用 
给定的边值条件确定其中的任意常数，便可求得所讨论的边值问 
题的特解，这种方法称为 待定常数法. 

例 3求解边值问题 

/ = 0, (13) 

y (0) = a t y ( l ) = P ， (14) 

其中 a ，/?是给定的常数，由于方程 （13) 有通解 >=(：, + c 2 : c , 以边 
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值条件 （14) 代人得到 

C | = a , c \ C2 ~ ^ (15) 

即得 ~=^^ 2 =沒-《，因此求出边值问题（13),(14)的解为 

jy = a + (卢 一 a ) x . (16) 

从上述例子看到，运用待定常数法关键在于求出所考虑的微 
分方程的通解.我们知道，对于二阶齐次线性微分方程，如果能找 
出它的两个线性无关的特解，那么它们的线性组合就是方程的通 
解.而这两个线性无关的特解又可以通过求解两个特殊的初值问 
题而得到，因此为了求解边值问题可以先通过求解初值问题求出 
通解，然后再通过待定常数法进行求解. 

先考虑二阶齐次线性微分方程 

y + p ( x ) y ^ + q ( x)y = 0 ( a ^ x ^ b ) (9) 

满足边值条件 

y ( a ) - a , y ( b ) = p (2) 

的边值问题.首先设法求出方程 (9) 的两个特解 ％( x )，3/ 2 (* r ), 使 
得％ ( I )满足初值条件 

^(^) = 1, y \( a )^ 0 , (17) 

而 3^(1) 满足初值条件 

y 2 ( a )= 0 , y \ U ) = l , (18) 

显然，这两个解 3 N (^)，. y 2 (* r ) 是线性无关的，则根据定理1,当 

或 护 Q 时，边值问题 (9),(2) 有唯一非平凡解的充分必要条 
件是 y 2 ( b )7^0. 

事实上，我们可构造出方程 (9) 的通解有形式 

y { x )- c x y x { x ) + c 2 y 2 { x ) , (19) 

令它满足边值条件 (2) 得到 

Ci ： y! (a) + c 2 y 2 { a ) = a, 

4 c 2 y 2 { b ) = 

再利用 （17) 和 （18) 式，当 ： y 2 (6) 关0时可解出 
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_ _ P - ay x {b) 

w 2 = —力⑻ 

于是得到边值问题 (9)、(2) 的解为 

,y( j) = (x) + - ~ < ~TjTT~y2^) • (20) 

y 2\0 ) 

现在考虑二阶非齐次线性微分方程 

y f， + p(x)y' + g(x) = /(jc) {a^x^b) (1) 

满足边值条件 （2) 的边值问题.利用前面类似的方法，只要设法求 
得非齐次线性微分方程 （1) 的一个特解％(1),使它满足初值条件 

a ) = a » 3 ^o (^ ) = 0, 

并求出相应的齐次微分方程 (9) 的一个特解％ ( x ), 使其满足初值 
条件 

3 /i(a) =0, y\ (a) = 1, 

则当时，我们可求得边值问题 （1),(2) 的解为 


3^( J ：) = ^ o (^) 


P ~ y 0 ( b ) 

yi ( b ) 


yi ( 工 ）. 


例 4 求解边值问题 



^( 0 ) = 1 , y(2) = l. 

容易验证方程 (22) 有两个线性无关解 


( 21 ) 


( 22 ) 

(23) 


~ 2 ，^ 2 (^) = 7 .^ 2 ， 

1 + JC 1 + JT 

分别满足初值条件 

3^1 (0) = 1, y \ (0) = 0, 

: y 2 (0) =0, y\ (0) = 1, 

注意: y 2 (2) = |关0,利用公式 （20) 立即得到边值问题（22)， （23) 


的解为 
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1 + 2jc 

y = \ V ^ - 

1 + JC 

例 5 求 解边值问题 


y 7 + 3y = cos x y 

(24) 

^(0) = y^(^)= _+• 

(25) 


显然 ％(* r ) = |co S ：c 是方程 (24) 满足初值条件 

jyo(0) = ^~ ， ;yo(0) = 0 

的一个特解，另外容易知道相应的齐次微分方程 

/ + 3 尸 0 

有一个解 ( x ) = ^=： sin /5* r ，满足初值条件 

(0) — 0, y\ (0) = 1, 

而且 ^ U ) = + S iii ^7 r ^0, 因此根据公式 (21) 立即得到边值问题 

V 3 

(24),(25) 的解为 

♦ 

1 

y = ~ 2 cos x • 

§3格林函数 


对于二阶非齐次线性微分方程边值问题常用的是利用格林函 
数求解.我们已经知道（参阅第五章 5.2. 2)，利用常数变易法，可 
求得非齐次线性微分方程 （1) 有如下形式的 通解： 

y{x) = c x y x {x) ^ c 2 y 2 {x) 

T - y x {x)y 2 {t) 


wT7T 


/ ⑴心， (26) 


其中％ r )， h ( i ) 是对应的齐次微分方程 （9) 的分别满足初值条 
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W ( x ) 


件 （17) 和 （18) 的基本解组，而 W (: r ) 是％ U )， j 2 U ) 的朗斯基行 
列式 

jyi(*r) 3^2 (^) 

： y; ( 工） ： y’2 ( 工） 

先考虑齐次边值条件 

y ( a )= O f y ⑹=0, (27) 

我们希望 (26) 满足边值条件 (27), 由条件 >； U )=0 得知 Cl =0, 再 
由条件: y ( M =0 给出 

y 2 (^)yi(0 - yi(^)y2( 


C 


2 


y 2 ib ) 


WT 


/( z)ck 二 0, (28) 


从定理 1 可知，为使边值问题 （1),(27) 存在唯一的非平凡解，必须 
且仅须 ： v 2 (6) 关0,此时由 （28) 解出 

__ 1 f* (^) ~ 3^1 (t>)y 2 (i 

_ 一 yJJlia WU) 

从而代人 (26) 并经过一些演算便可得到 


C 




y(jc) 


: y2( 工） f 6 力⑹ : yi ⑴ - : yi ⑷ : y 2 ⑴ 


3^2 (^) 


WT 77 




+ 


~ y x { x ) y 2 { t ) 




yiijc) 
yi (^) Jx 

)2(,) 
y 2 ( b ) ) a 


W ( t ) 

~ y l ( b ) y 2 ( t ) 

WU ) 

yi ^ b ) y x ( t ) - y x { b ) y 2 ( t ) 




W ( T ) 




+ 


3^2 (^)^i (^) ~ (^) 3 ^ 2 ( 

WU ) 




+ 


yll^) O 力 ⑴: yI ⑹ — y\U)y 2 ib)]dt 
y^lb)WO) ^2 (-3 ： )^i (^ ) - y\{oo)y 2 {b)]dt 


为方便起见，定义函数 
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G (. r ,0 


3^2(，） 

y 2 { b ) W ( t ) 

)2 ( 工） 

y^bfWCt) 


[ 3 ^ 2 (^)^) (^) ~.V} (^)^ 2 (^)] ^ 

a^/^x 

lyi(t)y x (b) - y { (^t)y 2 {b)]y 

x ^ t^b 




则边值问题 （1)，（27) 的解即可写为如下简便 形式： 

y ( x ) = f * G(.r , t ) f ( t )dr ( a ^ x ^ b ) (29) 


于是得到如下重要的结果： 

定理2如果齐次微分方程 (9) 存在基本解组 ^( x ), h (. r )， 
且 y 2 ( M 关0,则对每一个在 a < x < b 上连续的函数 /( i ), 非齐 
次边值问题（1)， （27) 都存在唯一解，并且这个解 y (: r ) 可由公式 
(29) 唯一确定. 

公式 (29) 中的 GU , r ) 称为边值问题（1)， （27) 的格林函数， 
它具有如下 性质： 

(1) 在正方形 a ^ t ， x < b 上连续； 

(2) 3 上 上连续 U #/) ; 

dx 

(3) G (: r ，/) 对每一个固定的^作为 Z 的函数 (17^) 满足齐 
次微分方程 （9); 而对每个固定的 x ， 作为/的函数满足边值条件 
(27). 

上述性质可由 G ( x ， r ) 的表达式直接验证，这里从略. 

例6考虑边值问题 

y f -fix) (a^x^b) , (30) 

: y(a)=0, 3 ； (6)=0 ， (27) 

其中 /( jt ) 在 a 《 j ：《 b 上连续，显然％ (: r ) = 1 ，： y 2 0 ) = jc - a 是 

齐次微分方程/ = 0满足初值条件 （17), (18) 的基本解组，因此立 
即可求得边值问题 (30) ，（27)的格林函数为 
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G(x , t ) 


(b — x)(a - t ) 
b — a 

=< 

(a — x){b — t ) 



a 《 t 《工， 

x^t^b . 


最后，应该指出，格林函数是解决非齐次边值问题的有效工 
具，而且对各种不同类型的方程和边值条件可以推导出各种形式 
的格林函数，在此不多介绍了. 


§4本征值和本征函数 

在边值问题中有一类属于求本征值和本征函数（也称特征值 
和特征函数）的问题，简称为本征值问题，这类问题在生产实践中 
具有重要的意义.事实上，与振动有关的一类物理、力学问题，往往 
可归结为本征值问题，有些偏微分方程的本征值问题，通过分离变 
暈法，也可以化为常微分方程的本征值问题.在这里我们通过几个 
例子简单介绍一下边值问题的本征值和本征函数的概念以及一些 
结果. 

例7考虑边值问题 

y ' + Xy = 0, (31) 

y (0) =0, ^( tt ) =0， (32) 

其中 A 是参数. 

显然边值问题(31)，（32)有零解 y (: r )=0 .但除零解之外，是 
否还有非零解呢？也就是说，参数； I 取什么值时，方程 （31) 在区 
间上才有不恒为零的解 火: r )， 并满足边值条件 （32) 呢？ 
下面分三种情形来 讨论： 

(1) A =0,此时微分方程 (31) 变为/ = 0,其通解为 

y = c { x + c 2f 

把边值条件 (32) 代人，得到 c , = =0,因此，^ r )=0 .这说明当 

A =0 时边值问题(31)，（32)没有非零解. 
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(2) 》<0,令 A =- 〆 ， 这样微分方程 (31) 变为 

-〆 jy = 0， 

它的通解可写为 

jy = q sh fix + c 2 ch fix . 

由条件 3 ；( 0 ) =0, 得到 c 2 =0, 于是 y = c { ^h / > or ， 又由条件 y ( n )= 
0,得 qsh "K = 0, 但当 时 sh ； wtc #0, 因而必须 c , =0，故 
0 时边值问题 (31),(32) 也没有非零解. 

(3) A >0, 此时微分方程 (31) 的通解为 

y = Cj cos\/Xr + c 2 sin VXr . 

由条件: y (0) = 0，知 q = 0,即得 = c 2 sin \/ Xr ，又由条件 y ( n ) = 

0,得 c 2 sin VT it = 0, 若 c 2 =0, 则： y (: c )=0 .所以，要有非零解存 

在，就必须 sinv ^ T ^ O , 于是 

X = n 2 (w = ± 1 ， ±2，.“). (33) 

与这些; I 值对应的边值问题(31)，（32)的解为 

y = c 2 sin nx ( w = ± 1, ± 2， …）. (34) 

综合以上讨论得 知：当 且仅当 A = ±1，±2,…）时，边 

值问题 (31), (32) 才有非零解.使边值问题 （31 ),(32) 有非零解的 
这些 A 值 (33) 称为边值问题（31)，（32)的本征值，与本征值 （33) 
对应的解 (34) 称为本征 函数. 

例8 考虑非齐次边值问题 

(35) 

丨 3；(0) = 0， yU ) = 0, (32) 

其中 /( JT ) 是在 0<： T <7 T 上的连续函数.和初值问题相类似，非齐 
次边值问题 (35), (32) 与其对应的齐次边值问题 (31 ),(32) 有紧密 
的联系，不过 A 是否为本征值将会有很大的差别，下面我们假设 ;I 
> 0 . 

由常数变易法(参阅第四章 4.1.3) 求得非齐次线性微分方程 
(35) 的通解为 
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y(x) = CiCOsV^Xr 十 Czsin^/Xr 



o 


/(t ) sinV r X(x - t ) dt . (36) 


我们希望解 （36) 能满足边值条件 （32)， 由条件 ^(0) 
0,再由条件： yU ) = 0, 给出 

c 2 smyTXTK + /( r ) sin >/ T (7 r _ t )dt = 0 . 

V A Jo 


0, 得 


(37) 


对于给定的 A , 如果 sin/Xir 关0,则由 （37) 可唯一地确定出常数 c 2 


•H 


c 2 = - 7 =n ~~ 尸 - f ( t ) sin ^ X ( Tc - t ) dt , 

V Asinv Air Jo 


从而由 （36) 得到 


y ( jo ) = _ 


sin VXz 


VA sinV^X 


-J ； /(Osin/XU-r)d 


▲ 厂 /(OsinVT( 

V A Jo 


x — t ) dt . 


(38) 


我们注意 ：条件 sin / A 7 r ^0 就相当于 A 不是齐次边值问题 
(31)，（32)的本征值(参看例 7). 

下面分两种情形来 讨论： 

(1) 如果 A = A # 是齐次边值问题 （31),(32) 的本征值，即 

sin / I ^ TrsO , 因而 A * = n 2 (n = ± 1, ± 2,…），则对任意选择的 
c 2 ，（37)成立的充分必要条件是 




0 


/( t )sin \/ A # (7 T - t)dt = 0 y 


或等价地 




0 


/( t )sin \/ A • tdt = 0- 


(39) 


此时解 （36) 就变为 


y ( x ) = c 2 sin V A # x + --― f{t )sin V A # ( 
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其中 r 2 是任意常数，且不能由边值条件来确定.因此，如果 A = A # 
是齐次边值问题（31)， （32) 的本征值，则非齐次边值问题（35)， 
(32) 就不能有唯一的解.若条件 （39) 满足，它有无穷多 个解； 若条 
件 (39) 不满足，它便没有解. . 

(2) 如果 A 不是齐次边值问题(31)，（32)的本征值，则由 （38) 
给出的非齐次边值问题 （35), (32) 的解是唯一的.事实上， 
假定是非齐次线性微分方程 （35) 满足边值条件 （32) 的另一 
个解，则 3 Kx )- Z ( JT ) 是齐次微分方程 (31) 的解，且满足边值条件 
(32)，因而，如果 y ( x ) ~~ z ( a ：) 在区间上不恒等于零 ， A 
就是齐次边值问题 (31 ),(32) 的本征值，这与假设相矛盾. 

此时，;= ± 1, 土2,… ）（ 参阅例7)，现在我们把唯一 
解 （38) 改写为 


3 ^( 文） 


sin\/T( X ^ t) 


0 


/X 




" I , 

-I 


r sin>/Xr # sinVT t 


o 


IT 


sin 



VTsiny^Tr 


j ： • sin VT(?r - r) 




>/Xsin\/X 丌 




由于 


sin\/T( j: - /) sinV"Xr # sin ^/~X ( 兀 —/) 


/X 


V^XsinVTjc 


sin yf\t • sin VT ( 兀 一 jc ) 


V^Xsin\AA 7 C 


上式可以统一写为 


其屮 


y{x) = 

Jo 


G(jc,t,X)f(t )dt , 




(40) 
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G{x ,t ,X) 




sin \ f \ t 9 sin VT (7 t - jc ) 

VTsin^/X 丌 

sin VTx • sin V ^ X(tc - / ) 




(40), 


x 




V^Xsinv^Tjt 

就是非齐次边值问题(35)，（32)的格林函数，它是对于0</，1<7： 
和 x ^ n 2 ( n = ± 1，±2,…）定义的连续 函数； 而且对 

OX 


x ¥-- t 是连 续的； GU ， r ， A ) 对每一个固定的~作为： c 的函数 
满足齐次微分方程（31)，而对每个固定的 I ，作为 r 的函 
数满足边值条件 (32)( 参阅定理 2). 

例9求解边值问题 

: y "+ 又 : y = 0， （31) 

y ( 0 ) = a t y ( n ) = (41) 

这里边值条件 (41) 是非齐次的，其中是给定的常数.我们可 
以把这问题化为在例8中讨论过的那类边值问题，其中微分方程 
为非齐次的，而边界条件是齐次的. 

假设 A (* r ) 是在 0< X <7 T 上有二阶连续导数的函数，使得 

. /i(0) = a ， /i(7T) = "， 

例如 h { x )= a ^ a 就是这样的函数，令 


3/(工 ） = z { x ) h ( x ) , 

则 y f { x ) = z r ( x ) + h f ( x ) ,y ( jc ) = z f \ x ) + h "( x ) ，并且 
y\jo) + Ajy(.r ) = z \ x ) + fi \ x ) + A[z(x) + /i(x)], 
因此边值问题 (31)，（41) 就化为如下边值 问题： 

z ^\ z — — [h ' ix ) j (42) 

z (0) = 0, z(7：) = 0. (43) 

那么根据例 8 中的讨论，利用公式 (40) 即得边值问题 (42)，（43) 的 
解为 

z { x ) = G(x f 5 A )/( f )dt ,0^ x ^7 c - 
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而原边值问题 (31)，（41) 的解即为 

y ( x ) = f ( t)dt + h ( x ) ,0^ x ^7 t f 

Jo 

其中 GU 山 A ) 由 （40) i 给出，又 / U )= - [/ TU ) + AAU )]， 如 
果选择 ZiU ) = a + (卜 )X ，则有 

7T 

f ( x ) = ~ X a {p — a )—. 

. 丌. 

例 10 求解边值问题 

y^Xy = f ( x) f (35) 

: y (0) = a f y ( n ) = /?. (41) 

我们可以把这问题化为在例 8 及例 9 中所讨论过的两个较简 
单的问题.假设^ r ) 是具有齐次微分方程的边值问题 (31),(41) 

的解（例 9)， y 2 ( x ) 是具有齐次边值条件的边值问题 （35), (32) 的 
解（例 8), 如果 A 不是齐次边值问题 （31),(32) 的本征值，则所给 
边值问题 (35),(41) 的解为 

而且这个解 y (： T ) 是唯一的.这个结论的证明留给读者作为练习. 

为了研究更一般形式的微分方程的本征值问题，我们引进“自 
伴本征值问题”的概念. 

考虑二阶齐次线性微分方程 

L [ y ]^ p ^{ x ) y " ^ p x { x)y ^ p 2 { x ) y - Xy , (44) 

其中户是在区间 [ a ，6] 上给定的实的连续函 
数，且 p 0 ( x )^0^ 是参数.如果方程 （44) 中的算符 L 具有这样 

的 性质： 对于任意两个在区间 [ a , 6] 上有连续二阶导数并满足一 
定边值条件的 M ( JC ) 和 T /( J ：), 关系式 

•b fb - 

uL [ v]dx = v L[u ]dx (45) 

v o m 

(其中上面一横表示复数共轭）成立，则相应的本征值问题称为自 
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伴的.对于自伴本征值问题有如下基本 定理： 

定理3自伴问题的本征值必是实数，并且对应于不同本征 
值的本征函数在 a < x < b 上是两两正交的. 

证明 设厂 为自伴问题的 f 征值，以; r ) 为相应的本征函数, 
即史满足方程 = r 令^和分别表 示厂和 < p ( x ) 

的共轭复数，则 rr ^ i = 厂心于是由自伴关系 （ 45 ) 及 \< p \ 2 
得 


(pL[ <p]dx - <p L[ <p]dx 


(A # - A # ) \ ( p\ 2 dx = 0^ 


由本征函数的定义，丨 pU ) I 2 >0,因而 


l 9 l 2 dx >0, 故 A * = 


A ' 即 A •为 实数. 

设 〜 U ) 和％ (: r ) 是分别对应于两个不同本征值和的 
本征函数，由自伴关系式 (45), 并注意本征值是实数，得到 


^ m L[<p„]dx - (p n L[(p m ]dx 


(又 《 一 D 


^ m ^<p n dx^0, 


既然 A m # A n ，则必有 


<Pn(^)^JO=0 9 


故 9 m ( x ) 和是正交的. 

定理3证毕. 

例11微分方程 

L[y^=- y f - Xy 

和边值条件 

a t y ( a ) + a 2 y A ( a )=0, p x y ( b ) + /3 2 y ^( b )-0 (46) 

( a 、， a 2 ， P ' ，爲是 实常数，且〜和 a 2 不同时为零 ，仏和馬不 同时为 


(31) 
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零)或周期边界条件 

y ( a ) - y ( b ) = (}， y ( a ) - y ( b ) =0 (3) 

组成自伴本征值问题. 

事实上，假设 i/U) 和 i；U ) 是任意两个在区间 6] 上有连 
续二阶导数并满足边值条件 （46) 的函数，则对方程 （31) 中的算符 
L 利用分部积分法得到 




a 


uL [ t;]d x 


、b 


a 


liv'dx 


= 一 （ uv ') 


b 


a 


b 


a 


uv ' dx 


=(uv 


uv 


f ) 




{ u'v — uv ) 


b 


a 


b 


a 


vudx 


a 


rb 


a 


v L [ u ]dx 


因和 1/(^:) 都满足边值条件 (46)， 故由其中的第一个条件得 

a { u { a ) ^ a 2 u f { a ) — {) y 
a ^ ia ) + a 2 v ( a ) = 0 9 

按所设…和不同时为零，例如则有 


即有 


故得到 


u(a) = — ~u(a) y v(a) = ~ —v{a ), 

a x 


u { a ) v { a ) — u ( a ) v / ( a ) 

= -—[ u ， { a ) v { a ) — u ' ( a ) v ' ( a )] 
= 0 , 


( u f v ~ uv ) I 内 =0, 

同样由 （46) 的第二个条件得到 

(a’v - mt/) I x ^ b = 0. 

因此成立 
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(48) 



•6 

uL [ v]dx — 

a 


、b - 

v L [ u Jdx , 

a 


这证明本征值问题 (31), (46) 是自伴的.显然问题 （31)，（32) 是此 


问题的特殊情形. 

对于周期边值条件（3)，容易验证亦有 

{iiv — uv f ) =0， (49) 


故本征值问题 (31) ，（3)亦是伴的，于是所考虑的本征值问题有 
定理3所述的结果. 

例 12 施图姆-刘维尔 （Sturm _ Liouville ) 型方程 


L { y )= - ^ />(:) 裝 + < 7 ( 0 ：) 尸 Ay (50) 


和边值条件 （46) 或 （3) 的本征值问题也是自伴的，其中 pU )， 
r /(: r ) 是在区间 [ a ，6]上不等于零的实连续函数，而对周期边值条 
件 (3) 的情形还要求 p ( a )= p ( b ), 

类似例11中的讨论，假设和 I ；(: r ) 是任意两个在区间 
[ a ，6] 上有连续二阶导数且满足边值条件 (46) 或 （3) 的函数，则对 
方程 (50) 中的算符 L 有 


•6 

uL [ v]d X — 

a 


疇6 - 

v L[u ]dx 
J a 


U 


a 


- 忐 (〆 〜 


a 


dr 一 


d 


、b 


a 


V 


dx 


( pu ) 


q u 


dx 


V (/ > 1 / ') - u pv’) 


dx 


[ p ( jc )( u v — uv )] 


a 


利用 (47) ,(48) 或 (49) 立即推知所考虑的本征值问题是自伴的.特 
别是勒让德方程 


dx 



m 


2 


1- 


X 


: y = 0 


和边值条件 (46) 或 (3) 所组成的本征值问题是自伴的. 


( 51 ) 
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最后，我们指出，对更一般形式的边值条件 (4), 亦可进行类似 
的讨论，甚至还可以探讨各种不同类型的本征值问题，例如 
§ 6.6. 3讨论的 Schrodinger 方程.由于篇幅所限，我们就不在此作 
详细讨论了. 



胞泵 I 


数学软件在常微分方程中的应用 


§ 1引 言 

现在，已有多种数学软件供我们使用，使我们可以应用计算机 
软件辅助进行数学包括常微分方程的学习、研究，而不只靠纸笔演 
算了.应用计算机辅助常微分方程的学习、研究分两个方面，一方 
面可以通过计算机数值计算和绘图迅速了解或探讨某些常微分方 
程的 性态； 另一方面是应用数学软件中的符号计算功能直接求解 
某些常微分方程.考虑到本书是介绍常微分方程的基本理论和方 
法，不宜用计算机直接求解代替必要的练习，因此这附录主要介绍 
常微分方程数值解函数和向量场、等高线图及积分曲线、轨线的绘 
制及几种典型的常微分方程模型，如范德波尔方程、 Lorenz 方程的 
相图程序，同时还介绍了求解线性微分方程时需要用到的求矩阵 
特征值、拉普拉斯变换和反变换的有关函数.希望结合数学软件进 
行常微分方程的学习，可解除繁琐、重复的人工计算，起到事半功 
倍的作用. 

考虑到应用的普遍性以及应有较丰富的绘图函数，我们选择 
Mathematica , MAT LAB 和 Maple 三种各有特色的计算机数学软 
件分别介绍，以适合不同人的需要. Mathematica 语言多用于物理 
学界，其符号运算、数值计算及图形绘制均有特色，特别是输人显 
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示界面可以直接输人显示习惯的数学符号，非常直观，在其“帮助” 
菜单中列出的例题还可以直接运行或修改 运行； 但有些规定如函 
数参数均需用方括号与众不同 .MA 丁 LAB 语言主要用于工程及科 
学计算领域，其矩阵形式变量使数值输入计算均非常精炼，图形显 
示也很灵活，并有众多程序包供 使用； 但其函数定义必须用 M 文 
件，其符号运算是借助 Maple 语言，不甚方便 . Maple 语言在数学 
界较通用，擅长符号运算，微分方程的积分曲线或轨线图形直接用 
函数定义，省去了先求数值解再显示，且可同时绘多条轨线，非常 
方便.作为计算机辅助学习工具实际只要熟悉一种数学语言即可. 

使用时注意各语言的特殊规定，如在 Mathematica 语言中运算、 
执行用 “Shift” 十 “Enter”， 而 “Enter” 仅为换行，而在 Maple 语言中运 
算、执行用 “Enter” ,而 “Shift” + “Enter” 仅为换行，刚好相反. 

对常微分方程的学习、研究来说，计算机辅助可分四个 部分： 
首先，用于线性微分方程求解的指数函数与矩阵特征值、特征向量 
的计算及用于求平衡点的代数方程与方程组的 求解； 其次是方向 
场与等高线图形显示和微分方程数值解及其相应的图形显示，其 
中方向场与等高线图形显示用于分析微分方程解的走向与哈密顿 
函数或V函数的轨线或等势（位)线，而微分方程数值解主要用于 
积分曲线图或轨线图的图形显示，特别是对特殊方程如范德波尔 
方程、 Lorenz 方程、虫口模型、孤立子等的有关图形，是了解微分方 
程解的性态的重要 手段； 然后是常微分方程的特殊解法，这里我们 
仅提出拉普拉斯变换，其余如幂级数解和特殊函数的求解等因较 
专门或超出本书范围而 从略; 最后是常微分方程的直接求解，即通 
过计算机符号计算程序求出解的解析表达式.后面我们针对这四 
个部分分别列出三种语言的相应函数.应该指出的是虽然列出了 
常微分方程符号求解函数，但仅可做研究时应用或学习时做检验 
用，毕竟计算机是不能也不应代替我们学习的. 

后面除介绍有关语言的应用函数外同时给出常微分方程应用 
的典型例子的语言程序，由于列举的都是书中的实例，为省篇幅我 
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们略去了运行的图形结果.需要说明的是，例中仅提供基本且简单 
的程序，读者可以在学习时加以变通、补充.有些语言的教材或“帮 
助”菜单中曾给出更为精巧的程序，因需学习其编程技巧而没有采 
用.至于例中程序可能涉及其他函数，对有关函数及其详细格式可 
査阅各软件的手册或“帮助”菜单，书中无法 一一 介绍. 

§ 2 Mathematica 语言 

2.1 矩阵、行列式与代数方程组解 

指数 函数： Exp [ A ] 求矩阵 A 的指数函数. 

特 征值： 

Eigenvalues [ A ] 求矩阵 A 的特征值； 

Eigenvectors [ A ] 求矩阵 A 的特征向量； 

Eigensystem [ A ] 求矩阵>1的特征值、特征向量. 

行 列式： Det [ A ] 计算矩阵 A 的行列式的值. 

代数方程 组解： 

Solve [ leqnsi , tvarsl ] 求方程组 ayws 中的变量 z « rs 的解. 

例 1 §5.3.1 例2,3,4,7. 

A= 112,11,10.2}}; 

Eigensystem [ A ] 

Exp[A* t] 

A= !{3,5|,| -5,3lt; 

Eigensystem [A] 

Exp[A * t] 

A= { 12, 1} ， I - 1,4j I ； 

Eigensystem [ A] 

Exp[ A * t] 

例 2 §6.1 例 2. 


# 
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MatrixForm[ m2 = { | - 2 ， 1 ， - 1| ， {1 ， - 1 ， 0| ， 11 ， 1 ， -1||] 

Eigenvalues [ m2 ] //N 
Eigensystem[ m2 ] //N 
Det[m2] 

例 3 习题 6.1 的 3(1). 

% 

sol = SoIve[ |l-x-y-=0,2-3*x-y==0| , |x,y| ] 

2.2 向置场、等离线、微分方程数值解及其图形 

对一阶常微分方程 y=fU,y), 

向量场：平面 < < Graphics ' Plot Field' 

PlotVectorField[ 11 ,f(x,y) I, |x,xl ,x2| , ly ， yl ， y2l ] 在指定 
范围 xK^x2 t yl^y<y2 内绘制一阶常微分方程的向量场 . 
三维 < < Graphics ' PlotField3D' 

PlotVectorField3D[ |fx,fy , fz| ， 1 x, xl ， x21 , | y, y 1, y21 , I z, 
zl,z21 ] 

等高线图 : ContourPlot[f, |x,xl ,x2| , |y,yl ,y2| ] 

常微分方程数 值解： 

NDSolve[ Ieqnl ,eqn2, 1 ,y[x] , | x,a,bl ]; 

NDSolve[ I eqnl ,eqn2 ，…， ini condsl , I yl [ x] ， y2 [ x], … I ， 
|x,a,b(]; 

积分曲 线图： 

Plot[Evaluate[y[x]/. sol], 1 x,a,b| ,PlotRange — > All]; 
平面曲 线图： 

Plot[f, Ix,xmin,xmaxI ,option - > value ] 指定特定的图 
形选项绘制函数 /(I )的图形 
空间曲 线图： 

Plot3D[ f ， I x , xmin, xmax | , I y, ymin, ymax| ] jr 从 : cmin 
到 xmax^y 从： ymin 到 : ymax 绘制函数 /(:c ，： y ) 函数图 
平面点列图： ListPlot[ I |xl，yl 1 ,1x2,y21 ，… | ] 

• 392 - 



平面参 数图： ParametricPlot [ I x ( t )， y ( t ) I , 11 f tmin,tmaxl ] 
空间参 数图： 

ParametricPlot [ ( x ( t ) , y ( t )， z ( t ) I ， { t ， tmin , tmaxl ] 

例 4 微分方程 / = -3) = 0.99 的方向场和积分 

曲线图. 

gl • PlotVectorField [ 11, 1 一 l ， lx, 一 4,4|,ly, 一 3,3|, Frame 一 > 
True ， ScaleFunction - > ( 1 & ) ， ScaleFactor ^ >0.16, HeadLength - >0.01 ， 

PlotPoints - > 130 f 401 ]; 

sol= NDSolve[ iy*[x] - 1 + y[x]*2 == 0,y[ - 3] == - 0.99) ,y[x], |x, 

-3,3"; 

g2 - Plot[Evaluate!y[x]/.sol], |x, - 3,3| ,PlotRange - > All ]； 

Show[gl ,g2] 


例 5 哈密顿函数 H ( x f y ) 




2 y 


2 


~ + 的轨线图 


2 


4 


(等势面）. 

ContourPlotC yr2/2 - x'2/2 + x*4/4,1 x, - 1.5,1.5My» - 1.5,1.5),Plot- 
Points - >120 ， ComourShading— >False,Contours - >30]; 


例 6 V 函数忾^) = |(8了 2 +4々+ /)的等髙图及微分 
方程 : ^ = 7，/= - 2 x - 3 y 的轨线图. 

Remove Global ’ * •] 

gO = ContourPlot[(8x~2 + 4xy + y*2)/2, | x, _ 12 ， 121 , | y，- 12 ， 121 ,Plot- 
Points — >120 ， ContourShading - >False,Contours - >30 ]； 
sys 二 ==y[t] ， y’[t] == - 2x[t] - 3y[t]|; 

sol= NDSolve[|sys ， x[0] = = ~ 10, y[0] == 101 , | x[ t], y[ t] | , 1 1 ,0, 
10j]; 

gl = ParametricPlott Evaluate [ I x [ t ] ， y [ t ] | 八 sol ] ， 11 ， 0,10} , PlotRange 
- >All]; 

so2 = NDSoiveL |sys ， x[0] - 10 ， y[0] == - 10|, lx[t],y[t]|, |t,0, 

10}] ; 

g2 = ParametricPlot[ Evaluate [ lx [ t ], y [ t ] | /• so2 ], {t, 0 ， 10 | , PlotRange 
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- >A11]; 

so3 = NDSolve[ |sys,x[0] == 10,y[0] == 111 , lx[t] ， y[t]|, |t,0,10| ]; 

g3 = ParametricPlot [ Evaluate [|x[t] f y[t]|/. so3 ] f 11,0,10 | , PlotRange 
- >A11]; 

so4 = NDSolve[ |sys,x[0] == 8,y[0] == - 12| , |x[t] ,y[t] I , |t,0,10| ]; 

g4 = ParametricPlot [ Evaluate [lx[t],y[t]|/. so4], i t, 0 ， 10 | ， PlotRange 
- >A11 ]； 

Show[g0,gl,g2,g3,g4] 

例 7 范德波尔方程轨线图 . 

sysVdP ： = lx*[t] ==y[t] -0.2* (x[t?3/3 - x[t]) ， y’ [t] == x[t] | ; 

soVdPl = NDSolve[ |sysVdP,x[0] == - 3,y[0] == O. 11, | x[t] ， y[t] I ， 
It,0,201]; 

gVdPl = ParametricPlot[Evaluatef 1 x[t] ,y[ t] \ /. soVdPl ], 11 ， 0,20 I ， Plot 
Range — 〉 All,AspectRatio— > Automatic]; 

so V dP2 = NDSolve[ | sysVdP, x[0] == 0, y[0] == 0. 11 , I x[t] ,y[t] I , It, 
0,20!]; 

gVdP2 - ParametricPlot[Evaluate[ I x[ t] ， y[ t] | /• soVdP2 ] ， 11 ， 0,201 , Plot 
Range — 〉 All, Aspect Ratio — > Automatic]; 

Show[gVdpl ,gVdP2] 

例 8 Ix>renz 方程轨线图 . 

< < Graphics % Graphics3D' 

eq= Sequence!x f [t] == 16 * y[t] - 16 * x[t] ， y’ [t] == 一 x[t] * z[t] + 45 
* x[t]-y[t] ， z’[t]==x[t] * y[t]-4 * z[t]]; 

sol= NDSolvet jeq,x[0] == 12 ， y[0] ==4 ， z[0] ==0[ * fx[t] ,y[t] ,z[t] |, 
|t,0 f 16( ,MaxSteps^ > 10000]; 

ParametricPlot3D[Evaluate! Ix[t] ， y[t] ， z[ t] | /• sol] ， 11 ， 0,16| , PlotPoints 
- 〉 14400,Boxed - > False] 

例 9 虫口模型轨线图 . 

< < Graphics ' Graphics' 

am = 2;an= 4;ak= : 0.01 ;im= 150;xm- .01; 

n = Ceiling[(an - am)/ak] jm 31 Ceiling[ 1/xm]; 
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For[k 二 1 ， k< = n,k = k + 1，a = k * ak + am; 

For[ i=l ， i<=m，i = i 十 1 ， x= i * xm; 

For[ j " 1 ,j< = im t j = j + l,y=a * x * (1 -x);x = y;]; 
u[k,i] -y; 

]； 

]； 

ListPlot[ Flatten [ Tablet I k * ak + am,u[k,i] |,|k,l,n|,|i,l,m|]], Plot 
Range - >|0,11] 

例 10 孤立子图. 

Remove[ Global ' * ] 
a = 4;c0 = 0; 

Plot3D[Sech[Sqrt[a] * (x - a* t - c0)/2]2/2, |t, 一 10 ， 10} ， |x, 〜 10, 
10( f PlotRange- 〉 All] 

Plot3D[ 12 * (3 + 4* Cosh [8 *t-2*x ] 十 Cosh [64 * t 一 4 * x ]) /( Cosh 

[36*t_3*x] + 3* Cosh [28 * t-x]) A 2 ， lt ， 一 10 ， 10|,{x，— 10,101， Plot 
Range - > All] 

2.3 拉普拉斯变换 

DiracDelta [ t ] Dirac Delta 函数，奇 点位于 t = 0. 

UnitStep [ t ] Unit Step 函数 〆 <0 时值为 OjX ) 时值为1. 
LaplaceTransform [ f ( t ), t , s ] /( f ) 从 t 至 s 的拉普拉斯变换. 

In verse LaplaceTransform [ F ( s ) , s , t ] 反拉普拉斯变换. 

例 11 §5.3.2 例 10、例 11. 

Remover Global *"] 

eqLI ~ LaplaceTransform[ {x' [t] —= 3 * x[t] 十 5 * y[t] + Exp [ — tl ,y’ [t] 
==- 5 * x[t] +3 * y[t]} ,t,s ]； 

cqL2 - eqLI/. I x[0] == 0,y[0] — = 1, LaplaceTransform — 〉 [x[ t] ， t ， s] 
>X[s] ? LaplaceTransform[y[t] ,t ， s] — > Y[s]}; 
soL= Solve[eqL2, lX[s] ， Y[s] |]; 
x= InverseLaplaceTransform[soL[ [ 1,1 ， 2]] ,s ， t] 
y = InverseLaplaceTransform[soL[[ 1 ， 2,2]] ,s ， t] 
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2.4 解常微分方程 


DSolve [ eqn , y [ x ] , x ] 解常微分方程 叫 w , 其中 y 为工 的函数； 
DSolve [ ieqn,condst , y [ x ] , x ] 解含初值或边值条件的微分 
方程 eqn ; 

DSolve [ leqnl , eqn 2,** # | , y [ x ], x ] 解常微分方程组 eqn 1, 
eqn 2, …； 

DSolve [ ( eqnl ， eqn 2 , … ，ini _ conds I ， | yl [ x ]， y 2[ x ] ，… I ， x ] 

例 12 解微分方程 jy '= 1 - y 2 ， jy (0) = 0. 

DSolvet ly’ [x] == 1 - y[x]"2,y[0] == Ol ,y[x] ,x] 

例 13 §5.2.2 例 2. 

DSolvet 1 xl ’ [t] == xl[t ] 十 x2[t] + Exp[ - t] ,x2’ [t] == x2[t],xl[0]= 
= - 1 »x2[0] == 11, |xl[t] ,x2[t] I ,t] 

§ 3 MATLAB 语言 

3.1 矩阵、行列式与代数方程组解 
指数 函数： 

expm ( A ) 矩阵 A 的指数 函数； 
expm 2( A ) Taylor 级数求矩阵 A 的指数； 
expm 3( A ) 特征值特征向量法求矩阵 A 的指数. 

特征值和特征 向量： 

[ V , D ] = eig ( A ) 求矩阵4的特征值和特征向量. 

行 列式： 

det ( A ) 计算矩阵 A 的行列式的值. 

代数方程 组解： 
x = A \ b 解矩阵方程 = 

[ x , y ] = solve ( * eqnl ’ ， ’ eqn 2 * ) 解方程组 egwl , 印 w 2, 变 
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量为 x t y ; 

syms a b c x;S= a * x^2 + b * x + c;solve(S) 解方程 or 2 + 
6 j: + c = 0. 

例 1 习题 6.3 的 1(1). 

clear 

ml = [ - 1 - 1;1 - 1]; 

[v ， e] = eig(ml) 
d= det(ml) 

例 2 §6.1 例 2. 

clear 

m2 = [- 2 ， 1 ， - 1;1 ， -1 ， 0;1 ， 1 ， -1]; 

[v2,e2] = eig(m2) 

62 = det(m2) 

例 3 习题 6.1 的 3(2). 

clear 

[x,y] = solve( ,9*x_6*y + 4*x*y - 5* x"2 ， ’ ， 6*x_6*y-5*x* 

y + 4 # y"2 ^ ) 

3.2 向量场 、等 髙线 、微分方程数值解及其图形 

向量场： 

quiver(x,y ,u,v) 向量起始点和终点坐标； 
quiver3 (x,y,z,u,v,w) 向量起始点和终点坐标. 

等高 线图： 

contour(X,Y,Z,m) 绘制 w 条等高线平 面图； 
contour3(X,Y,Z,[a,b]) 绘制 Z 在 [ a ， 6 ] 范围的等高线 
立体图. 

常微分方程数 值解： 

1. 将高阶微分方程化为一阶微分方程组 形式： 
y / = fit t y ) , y ( a ) = yO 
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2. 编写微分方程组的 M 文件，如文件名为 odefile . m , 

function dy = odefile ( t , y,pl , p 2) 
dy= [fl ; f 2; …； fn ]; 

3. 调用微分方程数值解 函数： 

[ T , Y ] = ode 45( ’ odefile ’, [ a , b ] , y 0) 

其中 ode 45 为龙格-库塔 (4,5) 法，其 他有： 
ode 23 龙格 - 库塔 (2,3) 法； 
odel 13 多步 Adams — Bashforth - Moulton 法. 
积分曲 线图: pbt ( T ， Y (:, 1)，， - r ’， T ， Y (:， 2),，. g ，) 
轨 线图： plot ( Y (:， 1)， Y (:， 2)，’ - r ，） 

例4解微分方程:/ = 1 - jy 2 ，* y ( _ 3) = - 0.99. 

clear 

c = 0.01 ; 

x0 = ^ 3. 1 ： 0. 2 ： 3 .； 
y0= - 3. ： 0.2 ： 3.l ； 

[x, y] = meshgrid(xO ,y0); 

d^sqrt(l + (l-y/2)^2); 
u — c. /d; 

c * (1 - y. 八 2) • /d; 

hold on 

quiver(x,y ,u,v) 
hold off 

[X, Y] = ode45 (’ odel ，， [_3,3],[ — 3; - 0.99]); 
hold on 

pbt(X ， Y(: ， 2) ， ’—r ’） 
hold off 

— — - — — odel ——— — ————— 一 一一一 

function dy=odel(x ， y) 

dy - [ 1; l - y(2)"2]; 

%- 


398 







例 5 哈密顿函数 H ( x ,^) = y / - \ xl + 士 i 4 的轨线图 
(等势面）. 

clear 

[X ， Y] = meshgrid( - 2: • 1:2); 

Z= Y. * Y/2 - X. * X/2 + X/4/4; 
mesh(X ， Y ， Z) 
hold on 

contour(X ， Y ， Z) 
hold off 
hold on 

contour3 (X, Y,Z) 
hold off 

例 6 V 函数 V (* r ，： y ) = y (8. r 2 + 4 x 3； + : y 2 ) 的等高线图及微 
分方程 x = y,y = -2 x -3 y 的轨线图- 

clear 

[X, Y] = meshgrid( - 10：. 1:10); 

Z- (8 * X. *X + 4*X, * Y + Y. * Y)/2; 

hold on 

contour(X,Y,Z,[0.2 1 3 8 15 25 40 80 200 500 1000]) 
axis( [ _ 10 10 - 10 10]) 
hold off 

[T ， X] = odc45( ’ fexa6, ， [0 20] ，[- 10; 10]); 
hold on 

plot(X(: ， l) ， X(: ， 2)，’ - r ) 
hold off 

[T,X] = ode45(*fexa6*,[0 20] ，[一 8; - 10]); 
hold on 

plot(X(: ， l) ， X(: ， 2)，’ _ g ) 
hold off 

[T,X] = ode45( ’ fexa6’ ， [0 20] ， [8; 10]); 
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hold on 

plot(X( : ， l) ， X(:,2)，’ -r ’） 

hold off 

[T,X] = ode45( ’ fexa6’ ， [0 20] ， [8; - 10]); 
hold on 

pbt(X(: ， l) ， X(: ， 2),’ -g ’） 

hold off 

% - fexa6. m --- 

function dx= fexa6(t,x) 

dx= [x(2) ; 一 2* x(l) - 3* x(2)]; 

%- 

例 7 范德波尔方程. 

clear 
global a 
a=2; 

[T,X] =ode45(’VdPol’，[0 20],[ -3;0. l]); 

hold on 

plot(X(: ， l) ， X(: ， 2>,’ -r ，） 
hold off 

[T ， X]=ode45( ， VdPol，，[0 20] ,[0;0,1]); 
hold on 

pk>t(X( : ， l),X(:,2),’- g ’) 

hold off 

% -一 _ VdPol.m~ - - -- — ^ ^ ^ ' 

function dx= VdPol(t,x) 
global a 

dx= [x(2) - a * (x(l)’3/3 -x(l)); — x(l)]; 
%- 

例 8 Lorenz 方程. 

clear 

global a b c 
a= 16;b- 4;c :=: 45; 
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[T,X]=ode45( f Lorenz ， t [0,30],[12;4 ； 0]); 
hold on 

P lot3(X( ： ,l),X( ： ,2),X( ： ,3)) 
view( - 20,60); 

xlabeK ’X ， ）； ylabel( ， y’ ） ;zlabel( ’z ’）； 
hold off 

%- Lorenz. m_ -- 

function dx= Lorenz(t, x) 
global a b c 

dx= [a * (x(2) - x(l)) ；c * x(l) - x(l) * x(3) - x(2);x( 1) * x(2) 
-b * x(3)]; 

%- 

例 9 虫口 模型. 

clear 

am = 2; an = 4; 
ak= 0.01; 
m- 1200; 
x = 0 ： 0.01 ： l ； 
n— fix( (an - am)/ak); 
for k = 1 ： n 

a = k * ak + am; 

y= x ； 

for j = 1: m 

z 二 a * y. * (1 — y); 
y-z; 
end; 

u(k f ：) - z; 

end; 

plot(u, ’ ） 

例 10 孤立子图. 

clear 

a = 4;c0 = 0; 
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[T ， X] = meshgrid( [ _ 10:. 1:10]); 

U = sech(sqrt(a) * (X _ a * T - cO) - "2/2); 

mesh(U) 

hold on 

plot3(T ， X ， U) 

axis( [-22 - 3302]); 

xlabel( ’ Time ’）； ylabel(’ x ’）； zlabel( ’ u ’）； 

hold off 

clear 

[T ， X] = meshgrid([ - 5 ()： .8:50]); 

Z=12* (3 + 4* cosh (8 *T-2*X) + cosh (64 *T — 4*X)). /(cosh (36 

*T-3*X) + 3* cosh(28 * T - X)) ， 2; 
mesh(Z) 
hold on 
plot3(T,X,Z) 

axis ([- 3 3 -50 50 0 15]); 

xlabcl( ’ Time’ ） ;ylabel( ’ x’ ） ;zlabel( ’ u ’）； 

hold off 

3.3 拉普拉斯变换 

L = laplace ( F , t ， z ) 拉普拉斯变换； 

F=ilaplace(L,y,x) 反拉普拉斯变换. 

用于求解线性常微分方程时因要用到解代数方程，即要调用 
Maple 核，其实例可参看后面的 §4.3 中 Malpe 语言的拉普拉斯变 
换程序. 

3.4 解常微分方程 

y = dsolve( ’eqn ’） 解微分方程即，¥用 Dy ， D 2 y 表 

不； 
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[u ， v] = dsolve (’ eqnl ’ ， ’ eqn2 ’ 〉解微分方程组 • 

例 11 解微分方程 = 1 _ ： y 2 ，： y (0) =0. 

x = dsolve( * Dx = 1 - x 2 ’，’ x(0) = 0 ’） 

例 12 §5.2.2 例 2. 

[xl ,x2] = dsolve( 1 Dxl = xl + x2 + exp( - t) ’ ， ’ Dx2 = x2 ’ ， 
一 r, ， x2(o) = i ，） 


§ 4 Malpe 语言 

4.1 矩阵、行列式与代数方程组解 

指数 函数： exp ( A ) 

特征值和特征 向量： 
eigenvals ( A ) 
eigenvectots ( A ) 

行 列式： det ( A ) 

解代数 方程： 

Solve(j eqns ! , I varsI ) 求方程组 eqns 中的变量 vars 
例 1 §5.3.1 例 3. 

with(linalg) : 

A ： = matrix(2,2, [3,5, - 5,3 ]) ； 
eigenvals( A); 
eigenvectors( A); 
det(A); 

seql = solve( 11 - x- y = 0 t 2 - 3 * x 一 y=0| ,{x ， yi); 
seq2 = sol ve( j9*x_6*y + 4*x*y - 5* x 義 2 = : 0,6*x - 6*y_ 
+ 4 * r2 = 0| , |x,y| )； 

4.2 向置场、等离线、微 分方程积分曲 线图及轨线图 


xl(0) = 


的解. 


5 * x * y 


向量场: 


# 
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df ieldplot ( deqns ， vars ， trange ， x range, yrange ， options) 

等高线： 

contourplot(expr 1 ,x= a. . b,y = c. . d) 平面等高线图； 
contourplot(f,a. .b,c. .d) 平面等高线图； 
contourplot3d( [f ， g ， h] ,a. • b ， c. • d) 空间等高线图 . 
contourplot3d([exprf,exprg,exprh] ， s=a. ,b,t = c. .d) 

常微分方程积分曲线图及轨 线图： 

DEplot (deqns, vars, trange ， ini ts ， options ) 常微分方程积分 

曲 线图； 

DEplot(deqns, vars, trange, inits, yrange, xrange, options) 
平面轨 线图； 

DEplot3d (deqns, vars ， trange, inits, options ) 空间积分曲线 
图 . 

DEplot3d( deqns , vars , trange 9 xrange ， yrange ， inits ， options) 
例 2 解微分方程 y = l — 7 2 ,7( — 4)=2 和 — 4)= 
-0.99. 

with(DEtools) : 

DEplot(D(y)(x ) 二 1 — y(x)*2 ， y(x) ， x== - 4. • 4,[[y( -4) = -0.99],[y 
(^4)=2]], title = AsymptoticSolution ', colour = magenta, linecolor = [gold, 
yellow]); 

例 3 哈密顿函数 = - 士 X 2 + j:r 4 的轨线图 
( 等势面 ）. 

with( plots) : 

contourplot ( ， 2/2 - x 義 2/2 + x*4/4 ， x= - 2..2 ， y= - 2.. 2) ; 

例 4 V 7 函数 V{x ,y) = -y (8 j~ 2 + 4xy + y 2 )的等高图及微分 
方程 x' = y — -2x ~ 2>y 的轨 线图 . 

with(plots) : with(DEtooIs) : 

contourplot( (8 *x_2 + 4*x*y + y‘2)/2, x = - 10. • 10, y = - 10. • 10, 
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contours = [0.2,1 ， 5, 10,30,60,100]); 

DEplot([D(x)(t) = y(t),D(y)(t)= 一 2 * x(t) - 3 * y(t)] ， [x(t) ， y(t)]，t 
= 0. • 10,[[x(0) = -10,y(0) = 10],[x(0) = - 8, y(0) = - 10], [ x(0) = 8, 
y(0) = 10],[x(0) = 10,y(0) = - 8]], scenes [x(t) ,y(t〉] ,stepsize= .01); 

例 5 Lotka - Volterra 模型 . 

F2 : = proc(N,t ， X ， XP) 

XP[1] ： =X[1] * (1 -X[2])i 
XP[2] : = .3*X[2]*(X[1]-1) 

end proc; 

DEplot(F2, [x(t) ,y( t)], t = - 7 …7, number = 2 ， [[x(0) = 1.2 f y(0)= 

1 • 2], [ x(0) = l,y(0〉= .7]]，stepsize = • 2, title = 1 Lotka - Volterra model \ 
color = [. 3 * y( t) * (x( t) — 1) ， x(t〉* (1 一 y(t)) ， .l], linecolor = t/2 ， arrows — 
MEDIUM,method ■= rkf45); 

例 6 范德波尔方程 . 

with(DEtools) : 

DEplot([D(x) (t) = y(t) - 4 * (x(t)*3/3 - x(t)), D(y) (t) = - x(t)], 
[x(t),y(t)],t = 0.. 10,[[x(0) = - 3,y(0) = 3],[x(0> = 0,y(0) = .3]],step- 
sizc- .015,scene = [x( t) ， y(t) ], linecolour = sin(t * Pi/2), method = classical 
[foreuler]); 

例 7 Lorenz 方程 . 

with(DEtools) : 

DEplot3d( |D(x)(t) = 16 * y(t) - 16 * x(t) ,D(y)(t) = 130 * x(t) - x(t) 
* z(t) - y(t),D(z)(t) = x(t) * y(t) - 4 * z(t)|, |x(t),y(t),z(t)| ,t = 0.. 10, 

[[x(0) = 2 ， y(0) = 4,2(0) = 0] ],scene: [x(t) ,y(t) ,z(t)] f stepsize = .001,ori¬ 
entation =[139, - 106]); 

例 8 虫口模型 . 

restart : with( plots) : 

as ： =2;ae ： =4;ak ： =0.01;im ： = 150;mk ： = .01; 

n: = round( (ae - as)/ak) ;m ： = round(l/mk); 

u: = array(l • • m) ;v ； = array(l • • n); 

for k from 1 to n do 
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a ： = as + k * ak; 
for i from 1 to m do 


x: = i * mk; 

for j from 1 to im do y ： = a * x * (1 - x) ;x ： = y;od; 
u[i] : = y; 
od; 

v[k] : = [ [a ， u[ 1 ]] $ 1 = 1. .m]; 

od; 

P: = [seq(v[k] ,k = 1 • .n)]; 

plot(P,style = point,symbol = point f labels = [ A,X ] 〉 ； 

例 9 孤立子图. 

restart : with( plots) : 
a ： -4;c0: =0; 

piot3d( sech( sqrt (a ) *(x-a*t — c0)/2)*2/2 ， t : = - 3. .3,x= 一 10. • 10); 
restart ： with( plots) : 

plot3d( 12 * (3 + 4 * cosh(8 * t - 2 * x) + cosh(64 * t - 4 * x))/(cosh(36 
*t-3*x) + 3* cosh (28 * t 一 x)”2 ， t= - 3. .3,x= - 10. • 10); 

4.3 拉普拉斯变换 

L : = laplace ( F , t , s ) 拉普拉斯变换； 

F : = invlaplace ( L , s , t ) 反拉普拉斯变换. 

例 10 §5.3.2 例 12. 

restart : with( inttrans) : 

L ： = laplace( |diff(x(t) ,t) = 2 * x(t) + y(t) ,diff(y(t) ,t) = - x(t) + 4 * 
y(t)I ,t ， s); 

LI: = subs ( x (0) - 0 ， y(0) = 1, laplace ( x ( t), t, s) - X(s), laplace 
(y(t) ， t ， s) = Y(s) ,L); 

soLl：- solve(Ll JX(s),Y(s)|); 
xl: = invlaplace( soLl [ 2 ] f s f t ); 
yl: = invlaplace(soLl [ 1 ] ， s ， t); 

L2: = subs(x(0) = 1 ， y(0) = 0 ， laplace(x(t) ,t,s) = X(s) ,laplace(y(t) , t f s) 
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=Y(s),L); 

soL2 ： = solve( L2,|X(s),Y(s)|); 
x2 ： = invlaplace(soL2[2] ， s ， t); 
y2 ： == invlaplace(soL2[ 1 j ,s, t); 

4.4 解常微 分方程 

d solve (ode) 解常微 分方程 ode ; 
dsol ve ( ode, y ( x ) , opt ions ) 解常微 分方程 ode ; 
dsolve( lode, ICsl ,y(x) ,options) 解常微 分方程 ode . 
例 11 解微 分方程/ = l~y ,^(0)-0. 

dsolve( lD(y)(x) = 1 - y(x 厂 2,y(0) = 0( ,y(x)); 

例 12 §5.2.2 例 2. 

dso!ve( |D(xl)(t) = xl(t) + x2(t) + exp( - t) ,D(x2)(t) = x2(t), 
xl(0)= -I,x2(0) = l|,|xl(t),x2(t)i )； 
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习题答案 

(仅供参考） 


习题 1.2 

1. (1) 一阶 线性； （ 2) 二阶非 线性； （ 3) — 阶非线性 ； （ 4) 二阶 线性 ; 
(5) 一阶非 线性； （ 6) 二阶非线性 . 

4. (1) y = jc 2 c; (2) y = jc 2 +3; (3) y= x 2 + 4; (4)>= 工 2 + ~^. 

5. 尸 ： 2 . 

6. 7 = 0 及 = + l - 

8. (1) y = Zl£iHL5_. 

x — ytan a 

⑵ ( 工一士 ) ^ {y~ JcyY - I 2 \ 

(3) ( ^ ~ xy ) ( j: - j = 2a 2 ; 

(4) xy + 3 ^ = 0; 

(5) y - xy = jr 2 ; 

(6) y - jcy f - X ^ y \ 

(7) y^kx U>0 为常数 ）. 

习题 2.1 

1. (1) 通解 : y = ce x ，特解 : y = 〆 2 ; 
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(2) 通解 y = c + \ n \ i ^ x \ ，另有解夕 =0 ,特解 y = i 

(3) (l + x 2 )(l + y) = cx 2 ; 

(4) x ^ y ^ \n \ xy\ — c ^y — 0; 

(5) arctan — + lnl V x 2 + y 2 I = c; 


(6) arcsin — = In I jc I + c f y 2 = x 2 ; 

x 

(7) sin y cos x ~ c 9 y= kn^k =0 f ±1 ， …； 

(8) 2e 3 " -3e? 

(9) 1 + In — = C 3 ；; 

x 


( 10 ) e y =e T + c. 

2. (\) y = tan(x + c) - :r ; 

(2) y — arctan( x + y) ^ c; 

(3) x 2 - xy + y 2 + x - y = c ; 

(4) jr 2 + y 2 ^ 2jcy + 4y + lOx — c ; 

(5) tan(6j ： + c) = -^-(x + 4jy+ 1); 

(6) (y 3 - 3x) 7 (y 3 + 2j-) 3 = cx li ; 

(7) (y-x 2 + 2) 5 = c(x 2 + y>. 

3. (1) JV = cr VX 2 y 2 +2; 

(2) In — = \-Jc 2 y 2 + c. 

x 4 



f(Jo) = 


土 — _ 

V 2x 


5. x{t) = lan[x(0)t ]. 


6. : y’ = - ~;xy - c. 

7. (1) /?C^+ a c = E(r-0,« c -0) f f = ln2; 

(2) i?C 心厂 + “c = 0(i = 0, Me = £)，f = ln2. 

8. r = ce° (x = rcos 0，y = rsin 沒 ） • 


In 11 + x 
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习题 2.2 


1 . ( 1 ) y= ce s 


— 了 (sin :r + cos jc 


)； 


(2) x = ce 3/ + *^-e 2f ; 

(3) 5 = ce s,n f + sin t ^ \; 


(4) y = x 91 (e r + c); 

(5) y — x 2 (1 + ce 7 ); 

(6) y 3 = x 3 (3x + c); 

(7) 2y = c(x + l) 2 + (jt + 1) 4 ; 

( 8 ) 2x-cy + y'\y = 0; 


⑼： y 


cx 


X 


1 _ a a ， 


jr + ln| j* I + c t 
cr + jcln! x I - 1 ， 


(10) ^ 


x 


JC 

T 


(I 7^0 ^ 11 

a = 0, 

a = 1; 


(11) y 2 (x 2 + 1 + ce T ) = 1, jy = 0; 

(12) y(cx 2 + 1 + 21ni) = 4= 0; 

(13) jy 2 = x + cx 2 ; 


(14) 


mm0.> 

2 


x 


x 3 e 


y 


(15) (l - x 2 + x 2 y 1 )e y = cx 2 ; 

(16) ：y = (1 + jr)e T . 

2. <p(t) = e r(n) 

3. (1) 约 5 A; (2) 约 7.5 A. 



L/, 


V + (Leo) 


[sin( p) - e r ’ • sin <p] f 


其中 sin p 


"Lev 


VR 2 + (Lw) 


t COS (p 


R 


VR 2 + (Lev) 


6. (5) y=cjc^j：^; (6) y = c - x • 
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7. (1) y = c V \1 - x 2 \ + x; (2) y= x(\ + c 
(3) 3 / = cot j: + sin x. 


习题 2.3 


1 • (1) x 3 + 3xy - 3y 2 = c ; 
(2) jt 3 - xy + 2y 2 = c ; 


⑶ ln f 


X - y 


(4) x 4 + 3a -2 y 2 + jy 3 = c; 


(5) sin — cos — + X ^ — = c . 
^ > 3^ 

2. (1) - x 2 = c; 

(2) (x 2 ~2x + 2)〆 十 jt 3 jy 2 = c ; 

(3) y{x 2 十 1) = c; 


(4) arctan — = jt + c; 

‘V 

(5) 2x - y(y 2 + c) f y = 0; 

(6) jry + 1 = ce^ ; 

(7) y=jo{c-x)\ 

(8) jt 3 + 3x 2 y = c; 

(9) xs\n(jr + y) - c; 

(10) e’jrcos x + e y (y ^ \ )sin x = c; 

(11) JC 4 y 2 + = c- 


3. 


dM 9N 
3y 3x 
N - M 


= /(^ + y) 


3M _3N 

dy d x 
yN "" xM 


g^y)- 


8 . fJL^ y -n e (^l)\PU)6, 


习题 2.4 


1.(1) 令，’=如 j ： = r 3 + r 2 , 3；= 如 2 + 2r + 



⑵令 :/ = r ： r , x-^-t 2 , y~ 士 〆 + 夺 ’ 5 + 

(3) 令 y = p,y = p 2 e p f x = (p + l)e p + c,y = 0; 

(4) 令 3 / = tan (p 9 y = a(l + cos 2<p) , x — - a (2<p + sin 
2a ; 

⑸令 y = cos t ,x = sin (，: y = + + 士 sin 2( + c; 

(6) V = jt - ―-— - c- 

JT 一 C " 

习题 2.5 


(1) y= ccos jt + sin x; 


⑵ f 


— 4 

2 y 


c; 


x) + ce 
2 


(3) e v = 2(sin x - a 

(4) x = y^c ~ -i-lnl > I ) ，: y = 0 

(5) e7 + In I x I = c ; 


(6 中爹 =c ，厂 0; 


(7) U + : y + l> 3 W v 

( 8 ) —=— 

: y ^ 


(9) y — ce 


3 j 


( 10 ) 


j : 




p 


(11) "2" X 2 - 

(12) e 七” > 


(13) cx = X 2 ^ y 2 ; 

(14) x + y + 2 = ce A ; 

(15) e + + In I jt I = c ; 


1 

= 0 ； 

1 H 

, 5 

T x 

h T ; 

P ， y: 

: 去 / > 2 _ In I /> I + c ； 

: y + 了 

- -y^ 3 - 3 夕 = c; 

x 1 _ 

c; 


2<p) + c = 
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(16) (x + 1 )e v = 2x + c; 

(17) jy 2=: c(jr + l) 2 + 2x + 1; 

(18) (J 3 ：y - 3) 2 y 7 = r; 

(19) 2cy = c 2 or 2 +4;>= ± 2x; 

(20) y 2 =(x + cY + 1,^= 土 li 

( 21 ) jt + = c ; 

( 22 ) x 2 - y 2 = cy 3 ; 

(23) x + 1 = y(y + c) ； 3 > = 0; 

2 

(24) arctan — + c; 

: y 2 

(25) jr= : p + e ;> t 3f = - 2 - + (/ >-l )e p + c ; 

(26) (3j 2 3 ； + ： y 3 )e’= c; 

(27) 91n(2x + 3_y + _) = 14(3;y _ ~^-jr + c) ， 2jt + 3y = 0 

(28) jc 2 ~ y 2 = cy 2 e x ; 

(29) yjr 2 +e'^ = c ； 

(30) (jt 2 + 1)(jy 3 ~l) = jr 4 + 3 ； 6 + c; 

(31) (：r 2 + 夕 2 )(jy + 1 ) 2 = c_y 2 ,jy = 0; 

(32) \/ jc 2 y 2 - 1 = c(jr + 3 ； ),a- + >r = 0. 

2. y - xy = x;y= cx - jclnl x | . 

3. ^ = ^ ； t ； «»0.233 m/s. 



dv 


m 


d7 


=k x t - k 2 v{k 2 〉 0 ) ， 


t = 0 时， z ； = 0; 



5 • (1) 夕 = 〆， ：y = 〆 + - 7 

c + e 


(2) y = sin x 


f y — sin x 


X 


c 


( 3 )- 





c 一 In 丨 ： r I 
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^ 1 , — 2 
(4) 5^ ^ ^ 2 x J 30y ~~ c ^ In I x 


一 1 


(5) 夕 


2 x - c 


x 


jcy - j 


X ^ c 


4x 


⑹夕 = 了 ， f 7T7 


⑺ y = ^y = 


x + ce 


习题 3.1 


, — 义 i 工 + 了 +」! _ 

1 - = T 20 160 4^400 - 

jc 2 1 1 3 1 5 _ 11 

2. y2^~2~-4- x + -e x ~20 x "30* 

3 - lx + l!<^-;y 2 = ^-~^~Js^Z3 + 5I t ^'' ： V2 ^24' 


4. |： yl >( T >0 ，cT 为任一正常数； 
通过 （0,0) 的一切解为 : V = 0 及 
0 , 


: yj 


(H ) 7 ， X>C y 


其中 c > 0 为任意常数 • 


习题 3-3 


I h. 

2. 磬 =- [P(x 0 )y Q + QUo)]exp (“ 。 P ⑴ ds); 
^ = expff P “) A); 

d yo \ Jx o / 

^ = P(x) <p(x ,x 0 , y 0 ) + CK:). 

3. 当 x 0 = l ， A=0 时备 = 0 ， g=UI. 


exp 


dJi ^ 
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rwt 八 3 (p | r 2 

4 . 当 〜 ” 。 :0,A = l 时， 4 = = e 了 . 

习题 3.4 

1. (1) x - -^y yy -^-^ c l ，/ )^0 为参数， c /0 是任意常数 ，: y = 0,奇解 

P ‘ 户 

… 广 4 7 ， 〆 0 ; 

( 2 ) x = 2 /> + ln(/>-l ) 2 + c,y= p 2 +2p + \n(p-l) 2 ^ c,y=x+U 

( 3 ) y=cx + y \ ^ ，奇解 y = V 1 - 了 2 ; 

(4) y= cx^ c 2 ，奇解 x 2 +4^ = 0; 

c 2 ^ _ 2c _ 1 2 

⑸ X ^3p T "^ Pty ^^P~^ P ； 

( 6 ) 尸 cx - 去， 奇解 27/+4/=0; 

(7) jr = ce” _ 2 p + 2 , ： y=c(/) + l)e _/> — 〆 十 2; 

( 8 ) 9 (jy + c ) 2 = 4jt(x - 3a ) 2 ; 

x~ - (户 ^2) - 31 n | p -2 \ + c , 

(9) < 

y = 一了户 3 一 户2 一 3 户一 4 一 61n| p -2 \ + 2c f 
k 3 

0 2 
jy = 2 :r -了； 

(10) >^=(：(: + 1) 十 < ： 2 ，奇解（了 + 1) 2+ 4>» = 0. 

2. (1) x 2 +4^ = 0; (2) x A +4：y = 0; 

(3) (x-y) 2 =H; (4) / =4(:r + l). 

3. 4ao: = (jt — jy + a 〉 2 • 

习题 3.5 

2 . 1 200 . 


415 - 



习题 4.1 


3. (1) j ： = c,e , +c 2 e r ~ icos t ; 

(2) jc - c, e f + c 2 t - (t + l ) 2 1 

2 

(3) x C\ cos 2t + Cj sin 2 / ~ -^-cos 2t + T^sin 2t ; 


); 

(5) x = (c, + c 2 In t)t ^ 3t\n t + 34,; 

(6) j: = [c,cos(21n t) + c 2 sin(21n t)]t 2 - ||^ 2 sin(ln t) 
4. ch r ,sh t;x- j： 0 ch t + x^sh t. 


(4) = (c, / 2 + c 2 r 3 ) + + (3ln 1 ^ ~r 


习题 4.2 


2. (1) jt = c x e + c 2 e f + c 3 e Zl + c 4 e' 2t ; 

(2) x = (c, + c 2 f + c 3 t 2 )e ax ; 

(3) I = c 丨 e 2f + c 2 e 2/ + c 3 r + c" 十 c 5 ; 

⑷ 1= (ccos^^+ c 2 sin^/)e-7* ; 


(5) — Ci e 


a/ 


c 2 e 


at 




(( + 1), 


a = = q + c 2 t + ^t 2 {t +3 )； 

o 

(6) = cI e 2 ' + e / ( c 2 f + c 3 ) - / - 4; 

(7) x = e f (c, + c 2 f) + e' / (c 3 + c 4 r) + + 1; 


(8) jc = e 


C| cos 孕卜 c 2 sin 专 f j + c 3 e ， - 去 (cos 


(9) 


x 


t * 

Ci e + 


c 2 e 


it 


|cos2/-jsin2f 


sin /) 
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(10) J* ~ e T， ^ Cj cos^-t + c 2 sin 1 j + c 3 e f + 


( 11 ) a 7 ^ - 1,5 = e flf (c, + c 2 t) ^ 


UTf) Te ’ 


a = - 1,5 = e' yc } + c 2 f + -y/ 2 j ； 

(12) x = c,e f + c 2 e 5< + ^-e 2t ; 

(13) x — e r (Cj cos^/2t + c 2 sin\^r) + 士 (5cos Z - 4sin i)e 

(14) x = c x cos t + c 2 sin r + -i-cos 2f - -^-(cos 之； 

(15) x = e 2< (c, + c 2 f) + ^-f 2 e 2/ + e' + -j-; 


(16) x = C! cos 3t + c 2 sin 3t 


12 


3 / + ^/sin 3^ 
Jo 


+ c 2 sin O + (cos t + rsin / ); 


(17) x = (r t cos 

(18) x = (c! cos 2 / + c 2 sin 2/)e 1 + e - ’ 一 4cos 2t + sin 2t 


(19) jc ― c , cos t + c 2 sin t 


2sin t 


(20) x = C| cos t + c 2 sin / + 1 + /cos 之 - sin f • In | sin 1 1 . 

3. (l)x = c t t + c 2 —— ; 


( 2 ) 


x — c 


1 t l + c 2 t l 


2 


(3) jt = f 2 [c|cos(21n t) + c 2 sin(21n O] + ^ (iiT~n ,n 0 

(4) x = t[c } cos(ln t) + c 2 sin(ln f)] + 9fIn rsin(ln f)• 


4. (1) j ： = -^-(e 3r - cos 3t - sin 3t ) 


( 2 ) 


x = e . 




1 — exp 


(m 


Y l ) i 


习题 4.3 


1. (1) 9(x+c 2 ) 2 -4(r + c 1 ) 3 ； 
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(2) x + c, ln| x I = / + c 2 t-r = r; 

(3) (jt - l)(c, f + c 2 ) = 1 ； 

(4) x = cos (/ + q ) + c ： 2 或 x = sin( t + c 1 ) + c 2 ，x = ± t + c; 

(5) ( / — q ) 2 + (jt — c 2 ) 2 = a 2 或 f = 一 a sin <p+ 9 x = acos <p 

(6) e x = c 2 (r + c,), j: = c. 


2. (1) -r 


+ _?1_ 一 … + • 
3 1*3*5 l # 3 # 5** (2n 一 1) 


( 2 ) 


jr 


Ci ( 1 ~ 


2T 


1 3 1 4 2 

31' ~5T 




+ 


) 


(3) x = c, ( 1 + 


广一 3 — 士 4 一士 5 一 …）; 

為扇 ， 

) 

…）. 


T 2^ 


匕 +il + 丄 

3 3-5 3-5-7 


2 

3. jc = qjj U) + c 2 J ， 士 U) =/^/ — (cisin r + c 2 cos ^) 


d: 


x 


m 


dt 


m f 

jc = -r-ln 


T 


ch 


-々( 每 ) 2 ， f= 。时， 。。， 每 = 。， 

( 溽 )] 


6. x = ( 士(:丨 + c 2 /e 


习题 5.1 


2 . ( 1 ) 


X 


0 


JT 


rO 


， p(l) 


( 2 ) 



L - 

It 

- 2 

J 

L e 

_，」 

M L - 

- 2J 


_ 0 

1 

0 

O' 


- 0 ， 


_ r 


0 

0 

1 

0 


0 


一 1 

/ 

x — 

0 

0 

0 

1 

x + 

0 

， <P(0) = 

2 


--1 

0 

0 

0- 


-te- 


- 0- 


+ c 2 
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8. (2) <p(t) 


25 


9. <p(t) 


( 


1 一 


(- 15f 

+ 27)e 2 

3 2 / 

2 


_ e 一 

5 

了 COS l 

i 1 2 

\ 2r 


+ T' 

r 



2 

25 


cos 


14 

25 sm 


T 


sin 


•(卜 l ) e 2 、 

10. (1) x = cos tin cos t + t sin t + c x cos t + c 2 sin t ; 
(2) x = (ci cosy/31 + c 2 sin^/3t)e r + c 3 e 2r + ^^e 2 ' 


(3) jt = c } e 3r + c 2 + -^-e 1 . 

Xi = ~ Ci sin t ^ cos ^ t 

11 • … 

x 2 = Cj cos < + r 2 e r sin r. 

12 . 卜卜 （， 2 〜 

\^2 I \ ^ t t\n t f \ c 2 I 

f f 2 f 2 f 4 4 ] 

T ln^- T (ln0 2 + T - T 

+ (lrW) 2 + -yin t - ^-t 1 + 
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习题 5-3 


3. (1) A= 




f /?^0;A 


a 


. 2a . 





- 1 ^ 


- o - 

(2) A = - 1 ? x == a 

1 

f a^O; A = 一 2，x = (3 

1 


- 0 ^ 


-1 - 


，卢參 0; 


A =2,jt = y 


,y^o; 



- 2 ' 


- 2 ■ 

(3) A =3,jt = a 

1 

- 2 - 

,ff7^0;A = -1( 二重根 ）, ：c = 卢 

_ 1 

- _2 _ 


，斤 0 


(4) A - - l 9 x = a 


一 1 


9 a^0;X = - 2 y x = ^ 


-2 

4 」 


.( 3^0 


■ 3 1 x — y 


-3 

9 」 


,y^o 


4.(1) exp At 


2V3 


-(2 -VDe^ + (2 +V^)e P ，巧 1 


e 


广 + e ，yjr (2 +75)# - (2 -73)e ^ f 」 


(2) exp A/ 


1 

• e 5 ’ 

+ 2e -f 

5t -1 1 

e _ e 

T 

• 2e 5/ 

-2e' f 

2e 5/ +e' f - 



卜 2 ， 


e 

• ， - e 2 ， 


—e f + e 

2r ■ 



(3) exp At - 

_ e 2, + e 2f 

e_ ， +e_ 2 . 

-e 2 ， 

_ e” + e 

2 / 




- 2/ i 

it 

■ 

-2 / It 


2t 





L 一 e ■+ 

■ e 

e 

—e 


e 

- 




f 

一 1 



^ o - 


- 

0 1 


(4) exp At — 

exp At 

0 


exp At 

1 

exp At 


0 




- 0 

. 


- 0 - 


一 

1 J 

j 
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expA t 


0 

0 


4/7 


2/7e 3r + (3 +/7)e <2+/7)/ + ( - 3 +y/l)e (2 ^ u 
- 14^ e -3, + l3±Ul e ^ t + -13^777^^), 


3 


3 


+ 〜 二 ! 0 : 4 七 - 


/7)i 


3 


exp At 


0 


0 


4%/7 


2V7 - 3 , • 5 - h 


3 


e 


3 


e 


(2*/7)< 


一 5 *>/7 
~~ 3 ~ e 


(2 -/?)/ 


9 


~ 14/7 - 3 / , - 53 + 25>/7 (2+/r), 丄 53〆+ 25^/7 < 2 - 

q e 卞 k e 十 ~ e 

-%41 

~~9 


/f)t 


exp At 


e 


0 

0 




4/7 


~ 877 - 3/ 丄一 2 + 477^(2^/?)/ 丄 2 + 477 (2^y7)i 

~3~ e 3 e ^3~~ e 

56/7^3 / . 122-28/7 (2 .yT), ^ - 122 - 28>/7 (2 ./f )# 


9 9 9 

^2j/ 7 -3 f 26 + 2VT ( 2 ^/ 7 )# . — 26 + (2‘yy) 


9 


e 


5. (1) <p(t) 


9 

p 2e 5f + e 
L 4e〜_ e 


e 


9 


e 



(2) <p(t) 


4^7 


52^Z e -3 ， + l ： ^7 e(2+ yT, t 


3 


3 


,^ 4 - 26y/l (2-yT)i 
+ ― 3 e 


- 364 /Z e + -748 4-146/7 e(2 ,yT) f 


9 


二？ 


9 


9 


+ 748 ± 146V7 e(2 ^>, 


- 178 - 22yfl (2+vTh 

9 e 

178 — 22^7 (2-/7)i 
― 9 — e 


(3) exp At 


1 3i . 1 

T e + T e 


i 3f 一 i 

T e T e 


4 


e 


it 


8 


e 


3i 


* 3f 1 A -1 A 3^ 

T e "T e T e 


(- W ) 

(十士 k 


3 

T 


3 / 


e 


(~i 


T r 'T 

3 


3 


3f 


e I6 e 

I 3 


8 


4 ^ 16 ) 


e 


e 


<p(t) 


T e T"! 


3f 


e 


I 3 / _ i ^ 

T T 




3i 


e 


6. (1) <p(t) 


"T e 」 

1 


3 5t - 

,1 , 

2 

20 e c 

~ 4 e ' 

■T 


，一 1 ■ 

f l 

- P * P 

10 

T e 

f T 


(2) <p{t 、 


e 


2 # 


~e 3/ ^ + ^ re 

4 4 2 


2e 


2t 


3 -3 / 

T e 


f e_ ， ~T' e 


4e 


- 2 / 


9 e- 


4 


T e T /e 
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(3) <p(t) 


cos t ^ 2sin r + e f (- 4-2% + 3%) + 3e 2f (1 + - ” 2 ) 

2cos Z — 2sin f + e f (— 4 — 2% +3%) + 2e “（ 1 + 7! — ) 


10 . 


(1) <p\{t)=^-t +1,p 2 (^) = - 士 ’ 


( 2 ) <pi(t) = -^-e 


2 


+ ^-e 


e 2/ ，史 2 (,) = 了 （e ~ e 2/ ); 


(3) x x (t)= ^-y7i + 4^72 


4i n 

- r>A 一 - 


m 

cos -=t 


4i 


(备 2 ++ 恥 + 备 4 ) sin 旁 • 々 


心 ^ 72 

- T)a + - 


m 

cos —i 






1 Jl \ • m 1 - 

T ?3 + 4^ 74 / sin 7 f r J e Tl 1 


X 2(0= [(& 2+ T ^ + & 4 


m 

cos —t 


4i 


(■1 


1 yfl 4l \ • rn 

T ^-^ 2 + ^) s,n 72 

1 72 m 


sin^.]e7T ( 


m 

sin —t 


(-盗 




1 72 \ w 1 . ii £ 

J e 


习题 6.1 


1. (1) 1 = 0不稳定 ； 1= 稳定； 

(2) jr o = 0,x = 0i0<jr o <3,j ： -^ l ;^ = l 稳定， jt = 0 及： c = 3 不稳 
定； 

(3) x 0 = 0,x = ();x 0 < 1, x-^0; :r 0 > 1 ， jt— 3; x =1 不稳定 ， jt = 0 及 
x = 3 稳定. 

3. ( 1 ) (0,0) ，（ 1 ， 0) ，（ 0,2) 及 <~^~，^~ j;j ： = jy = 0 和 工 = 3^= 去， 不稳 
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定； 1=1,3^ = 0 和 jr = 0 ，_y = 2,渐近稳定； 

(2) (0,0>，（1 ,2)，（2， l);*r = ：y = 0 和 or = 1 ，：y = 2,不稳定 ； jt = 2 ，：y = 
1渐近 稳定； 

(3) (0,0),(-丄，0);1 = 7 = 0和0：=-丄 ， y = 0 不稳定； 

v h ' h 

(4) (0,0),(1,1) ; 1 = 3^0不稳定 ； 1 = ：^ = 1渐近稳定. 

4. (1) 渐近 稳定； 


(2) 户< - 如渐近稳定,//= - 

(3) 不稳定. 


士，稳定，; u > -去，不 稳定; 


5. 不稳定. 


习题 6.2 


1. (1) 常正； （2) 变号； （3) 定正； （4) 定正； （5) 变号. 

2. (1) 稳定； （2) 渐近 稳定； （3) 渐近 稳定； （4) 不稳定. 

3. (1) 渐近 稳定； （2) 不 稳定； （3) 稳定； （4) a <0, 稳定； a >0, 不稳 

(5) a <0, 渐近 稳定 ； a = 0, 稳定； a >0, 不稳定. 

5. 稳定. 

6. 不能； 渐近稳定. 


( 1 ) B = 


(2) B = 



6 18 


，定正; 


18 54」 


31 

k 

2 乜 

Z 58 

1 — 

*58 


,41 

3 12 

29 

31 

5S 

58 

1 

31 

6 

T 

58 

29J 


，定正. 


8. V ( y x 2 ) ― ^(39 xJ - 98 xj jc 2 + 143 x 2) ，定正. 
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习题 6.3 


1. (1) (3，-2)，稳定焦点； 

(2) (1，3),中心奇点. 

2. 奇点（0,0), ar <0,鞍点； ac >0， a #<:， a 〉0,不稳定结点； ac > 0 t a ^ 
6：,(1<0,稳定结点；0 = (：，6关0，退化结点；《 = <：,6 = 0，奇结点. 

3. ( 1 ) q < 0，鞍点； g 〉0 ， p = 0，中心奇点； △< 0， p #0, 焦点； △>() ，9〉 

0,结点；(? = ()，存在 奇线； 

(2) />> 04 > 0 ，渐近稳定 ； /> = 0, 9 >0，稳定 ； /><0或9<0，不稳定. 

4. 尺 >0:/? 2 (：:-4乙>0，稳定结点，尺 2 (：-4[=0，稳定退化结点，（尺 2 0： 
-4乙）<0，稳定焦点；/?=0，中心奇点. 


习题 6.4 


1. (1) / + / = 1，半稳定极 限环； 

(2) x 2 +/ = l , 稳定极 限环； 

(3) x 2 + : y 2 = l ， 稳定极 限环； : r 2 不稳定极限环 • 

2. (1) 无； （2) 无； （3) 在域 x 2 + y 2 =2 内存在不稳定极限环 • 
4. 例如 B ( x 9 y )= be ~ 2fix . 


习题 6.5 

1. (1) A = 1 ;(2) A = 1, - 1; (3) A =4). 

2 . ( 1 ) A = i 2; (2) A ~ ;(3) A = 0,^. 

习题 6.6 


2. (1) H(x ^ y ) = 3 x 2 + 3 y 2 — 2 a : 3 ; 
(2) H ( jr , y ) = 2 x 2 + 2 y 2 - x 4 ; 
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(3) H(x t y) = - 2x 2 +2y 2 + x A . 
4. (1) H(x f y)^3jc 2 + 3/ - 2x 3 ; 


( 2 ) 


1 - -y sech 2 ( 去 (f_ 〜 ))， 

寻 sech 2 (士 tanh( + (t _ ’ 。 ) 


(3) M(t 0 ) 


"2 

k + -^-rcfx(4co 2 - l)csch(na>) # sin wt 0 ; 


⑷舟今 14 心 - llcschUa0 . 

习题 


1 . ( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


L + l) + x + y e 

士 f 2 + x - y = c 2 ； 

(x + y ^ 2)e" r = C| f 
(o: - : y)e = c 2 ， 

(x - y) 2 ^ y 2 = c t 9 


x - y 

arccot - — t = c 2 

y 


y = c } cos 


c 2 sin 


(4) 


x = cos f 一 sin / , 
y = cx)s t ; 

I ：c + 夕 + 2: = q , 


-(1 


尸 e_ f —1; 


x = (c 2 + Ci )cos ^ + (c 2 - C| )sin f ， 


\ JT 2 + y 2 + Z 2 — C 2 i 
2. (1) u = <P(x 2 + y 2 fXy + z); 

(2) u = <P(jt 2 + y 2 + z 2 ,y 2 - 2yz 

(3) 中 (: 夕 ,^- -3z) =0; 


z 2 ); 


(4) <P 


3 3 x 3 + y \ n 

v ，— ^^ — - 0; 
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(5) <P 





(6) <P((x - u)s 1; Ay ~ u)s T Az ^ u)s 7 )-0 


s — x + y^z+u; 

(7) 少 (j ： + jy+z, xyz )=0; 

(8) ^((x^^) 2 (jt + ^+ z) t X _ ^ ) = 0 f ^ ^ 

^ 2m , 


(9) 0 ( xy y zy ) - 0, z = 3 jc i 

(10) z ,2x - zy 2 ) = 0, z 5 = ( zy 2 — 2x ) 3 . 
3. (1) 少 (jc 2 + z 2 ， jt 2 ->r 2 )=0; 

(2) <P(z 2 - x 2 t x 2 - y ) = 0; 

(3) z 2 + 2x 2 t x 2 - y 2 ) =0. 
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